CAPITULO DIEZ

Pruebas de bondad de a]uste
y analisis de tablas
de contingencia

;10.1 Introduccioén

Recuérdese que una hip6tesis estadistica es una afirmacion con respecto a una carac-
teristica que se desconoce de una poblacioén de interés. En el capitulo 9 fue, en forma
exclusiva, el valor de algiin parametro . En este capitulo se examinaran las pruebas
de hipbtesis estadisticas en las que la caracteristica que se desconoce es alguna pro-
piedad de la forma funcional de la distribucion que se muestrea. Ademas, se discuti-
ran las pruebas de independiencia entre dos variables aleatorias en las cuales la evi-
dencia muestral se obtiene mediante la clasificacion de cada variable aleatoria en un
cierto nimero de categorias.

En forma tradicional, este tipo de prueba recibe el nombre de bondad del ajuste
ya que ésta compara los resultados de una muestra aleatoria con aquéllos que se es-
pera observar si la hipotesis nula es correcta. La comparacién se hace mediante la
clasificacion de los datos que se observan en cierto nimero de categorias y entonces
comparando las frecuencias observadas con las esperadas para cada categoria. Para
un tamaiio especifico del error de tipo I, la hip6tesis nula sera rechazada si existe una
diferencia suficiente entre las frecuencias observadas y las esperadas.

Vale la pena notar que para situaciones de este tipo la hipotesis alternativa es
compuesta y, en muchas ocasiones, no se encuentra identificada en forma explicita.
El resultado es que la funcion de potencia es muy dificil de obtener en forma analiti-
ca. En consecuencia, una prueba de bondad de ajuste no debe usarse por si misma
para aceptar la afirmacion de la hipotesis nula. La decision es no rechazar H (mas
que aceptarla) si la diferencia que existe entre las frecuencias observadas y esperadas
es, en forma relativa, pequeiia.
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Una prueba de bondad de ajuste se emplea para decidir cuando un conjunto de
datos se apega a una distribucidn de probabilidad dada. Considérese una muestra
aleatoria de tamafio n de la distribucién de una variable aleatoria X dividida en k

clases exhaustivas y mutuamente excluyentes, ysea N;, i = 1, 2, ..., k, el nimero
de observaciones en la i-ésima clase. Considérese la verificacion de la hip6tesis nula
Hy: F(x) = Fy(x), (10.1)

en donde el modelo de probabilidad propuesto Fy(x) se encuentra especificado, de
manera completa, con respecto a todos los parametros. De esta forma la hipdtesis
nula es sencilla. Dado que se especifica Fy(x) de manera completa, se puede obtener
la probabilidad p; de obtener una observacion en la i-ésima clase bajo H,, en donde
necesariamente Z¢_, p, = 1.

Sea n; larealizacibnde N, parai = 1,2 ... kdemaneratzlq e 3., n;, = n.La
probabilidad de tener, de manera exacta, n; observaciones en la i-ésima clase es p;*
parai = 1, 2 ... k. Dado que existen k categorias mutuamente excluyentes con pro-
babilidades p,, p,, --., px, entonces bajo la hipbtesis nula la probabilidad de la
muestra agrupada es igual a la funcién de probabilidad de una distribucién multino-
mial determinada (6.3).

Para deducir una prueba estadistica adecuada para H,, consnderese el caso en el
que k = 2. Este es la distribucién binomial con una funcién de probabilidad dada
por(4.1)yenlaquex = n,, p = p;, » — x = n,,yl — p = p,.Considérese
la variable aleatoria estandarizada

__Ni—np

Vnp(1 — p))
Del capitulo 5, recuérdese que para un valor de n suficientemente grande, la distri-
bucion de Y es aproximadamente igual a la normal estandar. Ademas, del ejemplo

5.14 se sabe que el cuadrado de una variable aleatoria normal estandar tiene una dis-
tribucion chi-cuadrada con un grado de libertad. Entonces, la estadistica

(N, - Il[)|)2 _ (N, - '7pl)2 n (N, — npl)2

np(1-p,) np, np>
(N, = np? | ln = Ny = n(0 =p)P
np, np»
(N — np.) 4 (N> = np,)?
hp, np»
3 22: (N, — np,)*
- i= np;

tiene aproximadamente una distribucion chi-cuadrada con un grado de libertad con-
forme n va tomando valores cada vez mas grandes.
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Si se sigue este tipo de razonamiento, puede demostrarse que para k = 2 catego-
rias distintas, la estadistica

k 2 -
Ni - i ) :
2 W~ np) npf'p) : (102

tiene unadistribucioén, en forma aproximada, chi-cuadrada con k — 1 grados de Li-
bertad, si n tiene un valor suficientemente grande. NoOtese que N, es la frecuencia
observada en la i-ésima clase, y np; es la frecuencia correspondiente que se esperaba
bajo la hip6tesis nula. De acuerdo con lo anterior, la estadistica es la suma sobre
todas las k clases de los cocientes de los cuadrados de las diferencias entre las fre-
cuencias observada y esperada, y la frecuencia esperada. La estadistica dada por
(10.2) recibe el nombre de prueba de bondad de ajuste chi-cuadrada de Pearson. Si
existe una concordancia perfecta entre las frecuencias que se observaban y las que se
esperaban, la estadistica tendra un valor igual a cerc: per otro lado, si existe gran dis-
crepancia entre estas frecuencias, la estadistica tomara un valor muy grande. Por
ello se desprende que para un tamaifio dado del error de tipo I, la regidn critica es el
extremo superior de una distribucién chi-cuadrada con & — 1 grados de libertad.

Ejemplo 10.1 El gerente de una planta industrial pretende determinar si el nimero
de empleados que asisten al consultorio médico de la planta se encuentra distribui-
do, en forma equitativa, durante los cinco dias de trabajo de la semana. Con base en
una muestra aleatoria de cuatro semanas completas de trabajo, se observo el siguien-
te namero de consultas:

Lunes Martes Miércoles Jueves Viernes

49 35 32 39 45

Con a = (.05, ;existe alguna razén para creer que el niimero de empleados que
asisten al consultorio médico, no se encuentra distribuido en forma equitativa du-
rante los dias de trabajo de la semana?

Una distribucién uniforme implicaria que las proporciones para cada dia de la
semana sean iguales. Por lo tanto, debera probarse la hipotesis nula

H, p,=0.2, i=1,2,..535.

Dado que el tamafio de la muestra es n = 200, la frecuencia esperada para cada dia
es np; = 40. Entonces, el valor de la estadistica de prueba es

. (49 — 40)° (35 - 40)° (32 — 40 (39 — 40)* (45 — 40)’
X = + + + +
40 40 40 40 40

= 4.9.

Para k = 5 clases, se observa que el valor critico es Xo.s. 4+ = 9-49. Yaque x* = 4.9
< X3.95. 4 = 9.49, no puede rechazarse la hipotesis nula. Con base en esta eviden-
cia, no existe ninguna razoén para creer que el nimero de empleados que acuden al
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consultorio no se encuentre distribuido en forma uniforme a lo largo de la semana
de trabajo. : :

Una ventaja de la prueba de bondad de ajuste chi-cuadrada es que para valores
grandes de n, la distribucibn limite chi-cuadrada de la estadistica, es independiente a
la forma de la distribucion propuesta Fy(x) bajo H,. Como resultado se tiene que la
prueba de bondad de ajuste chi-cuadrada también se emplea en situaciones en las
que Fy(x)} es continua. Sin embargo, debe hacerse énfasis en que la naturaleza de la
prueba de bondad de ajuste chi-cuadrada es discreta en el sentido en el que ésta com-
para las frecuencias que se observan y se esperan para un namero finito de catego-
rias. De acuerdo con lo anterior, si Fy(x) es continua, la prueba no compara las fre-
cuencias que se observan alisadas con la funcién de densidad propuesta tal como lo
implica la hipotesis nula. Mas bien, la comparacion se lleva a cabo aproximando la
distribucion continua bajo H, con un nimero finito de intervalo de clase. A pesar
de esta limitacion, 1a prueba de bondad de ajuste chi-cuadrada es un procedimiento
razonablemente adecuado para probar suposiciones de normalidad siempre y cuan-
do el tamatfio de la muestra sea, en forma moderada, grande. Con respecto a la pre-
gunta de queé tan grande debe ser el tamafio de la muestra, se ha encontrado que con
n igual a cinco veces €l nimero de clases, los resultados son aceptables. Una regla
conservadora a seguir es el seleccionar un muestra de manera tal que toda frecuencia
esperada no sea menor que cinco. Lo anterior puede lograrse combinando clases ve-
cinas pero, para cada par de clases que se combina, el nimero de grados de libertad
debe reducirse en uno.

A menos que pueda especificarse una hipotesis alternativa que consista en un mo-
delo alternativo F,(x) particular, la potencia de la prueba de bondad de ajuste chi-
cuadrada es muy dificil de determinar en forma analitica. Sin embargo, puede de-
mostrarse que la potencia tiende a 1 conforme »n tiende a «. Este resultado implica
que para muestras de gran tamafio es casi seguro el rechazar la hip6tesis nula debido
a que es muy dificil especificar una H; lo suficientemente cercana a la verdadera dis-
tribucion. De esta forma, la aplicabilidad de la prueba de bondad de ajuste chi-
cuadrada es cuestionable cuando se tienen muestras de tamaifio muy grande.

Ejemplo 10.2 En la tabla 5.2 se proporcionan los datos que se agrupanpara el ni-
mero de respuestas correctas para la prueba SAT de matematicas, de los alumnos del
tercer afio de preparatoria. Recuérdese que en el ejemplo 5.5 se compararon las fre-
cuencias que se observaron con las que se esperaron, en donde estas Gltimas se obtu-
vieron con base en una distribucién normal con media 491 y desviacion estandar
igual a 120. Con base en la prueba de bondad de ajuste chi-cuadrada, ;existe alguna
razon para creer que el nimero de respuestas correctas para la prueba de matemati-
cas SAT no se encuentran distribuidas normalmente con media 491 y desviacion es-
tandar igual a 120 a un nivel de « = 0.01?

Considérese la prueba de la siguiente hipotesis nula
Hy: F(x) = Fy(x),

en donde Fy(x) es el modelo de probabilidad normal con media 491 y desviacion es-
tandar 120. Bajo la hipotesis nula, las frecuencias esperadas para las 12 clases s¢
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encuentran en la Gltima columna de la tabla 5.2. Estas se determinaron primero con-
virtiendo cada intervalo de cada clase al correspondiente intervalo normal estandar,
empleando para esto u = 491 y o = 120. Después se determino la probabilidad de
cada intervalo bajo H,.Finalmente, para cada clase,el valor de probabilidad se mul-
tiplicd por el tamaiio de la muestra n = 478 193 para obtener la frecuencia esperada.
Nobtese que las probabilidades que aparecen en la pentltima columna de la tabla 5.2
no suman uno. Pero bajo la hip6tesis nula las clases deben ser exhaustivas, de mane-
ra tal que 35, p, = 1.Lo anterior puede lograrse mediante el ajuste de las clases
primera y Gltima de manera tal que la primera no tenga limite inferior y la altima no
tenga limite superior. Dado que bajo H,, X ~ N(491,120),

P(X < 250) = P(Z < —2.01) = 0.0222,

y la frecuencia modificada para la primera clase es (478 193) (0.0222) = 10 615.88.
De manera similar para la altima clase

P(X = 750) = P(Z = 2.16) = 0.0154,

lo cual da como resultado una frecuencia esperada de 7 364.17.
Con base en las 12 clases, el valor de la estadistica chi-cuadrada es

»_ (3423 ~ 10615.88)° (18434 — 16 115.10)° = (6414 — 7364.17
= 10 615.88 16 115.10 7364.17
= [3067.02,
el cual se encuentra, en forma clara, mas alla del valor critico x%0.90. 11 = 24.75. De

acuerdo con lo anterior, la hip6tesis nula de que el niimero de respuestas correctas
para la prueba SAT se encuentra normalmente distribuido con media 491 y desvia-
cion estandar de 120, debe rechazarse. Este ejemplo ilustra el comentario formulado
con anterioridad con respecto a muestras de gran tamarfio, en donde la hipétesis nula
casi seguramente resulta rechazada.

Recuérdese que la hipotesis nula dada por (10.1) es simple ya que €l modelo de pro-
babilidad propuesto Fy(x) se especifico de manera completa con respecto a todos
sus parametros. Sin embargo, para muchas aplicaciones que toman en cuenta la
bondad del ajuste, sblo puede especificarse la forma de F(x). Por ejemplo, supon-
gase que se desea probar la hip6tesis nula de que un conjunto de observaciones de
una medida de interés X se ajustan a una distribucidon normal, pero no puede especi-
ficarse el valor de la media o el de la variaza. Lo anterior da como resultado que la
hipotesis nula

Hy: F(x) = Fy(x)

es compuesta. En consecuencia, se tiene que las frecuencias esperadas np, para las i
= 1, 2 ... k clases no pueden determinarse, ya que éstas son funciones de los para-
metros desconocidos de F(x).

Supongase que T es una estadistica para un parametro desconocido 6 de F,(x).
En el contexto de la prueba de bondad de ajuste, tanto las frecuencias observables
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N; como las frecuencias esperadas np,(T) son variables aleatorias, en donde p;(T)
indica que las probabilidades bajo la hipotesis nula son funciones de la estadistica T
de 6. Puede demostrarse que si para cualquier parametro desconocido 6 la estadisti-
ca T es el estimador de maxima verosimilitud de 9, y si las frecuencias esperadas se
determinan co\mo funciones de los estimadores de maxima verosimilitud, entonces

E [N; — np(D)I’ (10.3)

i=1 "P I(T) ’
tiene aproximadamente una distribucion chi-cuadrada con & — 1 —r grados de liber-
tad, para valores de n grandes, en donde r es el nimero de parametros que se esta
tratando de estimar.

Al igual que en el caso previo en el que se tenia una H,, sencilla, la regién critica
es el extremo superior de la distribucion chi-cuadrada. Pero, a diferencia del caso
anterior, el niin.erc de grados de libertad se reduce por una cantidad igual al nimero
de parametros que se estan estimando. Como consecuencia, existe un corrimiento
hacia la izquierda en el valor critico para el mismo tamafio del error de tipo 1, y la hi-
poOtesis nula puede rechazarse para un valor observado mas pequefio de (10.3) que en
el caso previo. Lo anterior es légico ya que el ajuste debera ser mejor debido a que
los parametros desconocidos se estiman con base en las observaciones de la muestra.

Las caracteristicas importantes para la aplicacion de la prueba de bondad de
ajuste chi-cuadrada para el caso compuesto son idénticas a las que tienen para la hi-
poétesis nula simple. Surge un problema relativamente pequefio al decidir si los para-
metros desconocidos deberan estimarse con base en los datos que se agruparon en
les que no. En forma tedrica, ninguno de los dos enfoques puede ser el correcto de-
bido a que los estimados de maxima verosimilitud deben obtenerse maximizando la
funcion de verosimilitud con base en la distribucion multinomial. En forma afortu-
nada, resulta que la mayoria de las veces el error que se comete no es serio. De esta
forma, se pueden utilizar los estimados de maxima verosimilitud obtenidos, ya sea
de los datos agrupados o de los no agrupados, en forma segura.

Ejemplo 10.3 Recuérdese el ejemplo 4.5 en el que se compararon el numero de
anotaciones de seis puntos por equipo y por juego en la NFL con el niamero que es-
peraban de éstos, si el nimero de anotaciones de seis puntos tiene una distribucion
de Poisson. Con base en la informacion contenida en la tabla 4.3, ;existe alguna
razbn para creer, a un nivel de 0.05, que el nimero de anotaciones no es variable
aleatoria de Poisson?

Dado que el valor del parametro de Poisson A no se especifica, el estimado de
maxima verosimilitud de A con base en la informacién que se proporciond en la
tabla4.3 esA = 2.435.Bajo la hipotesis nula de una distribucion de Poisson, la pro-
babilidad de tener cero anotaciones es

p(0) = (2.435)" exp(—2.435)/0! = 0.0876.

Para n = 448, el nimero esperado de cero anotaciones es (448)(0.0876) = 39.24. Si
se sigue este procedimiento, pueden obtenerse las demas frecuencias esperadas. En
la tabta 10.1, se presenta el calculo de la estadistica chi- cuadrada



368 Pruebas de bondad de ajuste y andlisis de tablas de contingencia

TABLA 10.1 Calculo de la estadistica chi-cuadrada para el ejemplo 10.3

(n;—np:(M)F

Numero de Frecuencia Frecuencia =
anotaciones observada esperada np;(A)
0 35 39.24 0.458

1 99 95.56 0.124

2 104 116.34 1.309

3 110 94.44 2.564

4 62 57.48 0.355

5 25 28.00 0.321

6 10 11.38 0.167

7 3 5.56 1.179
Totales 448 448 6.477

Para k = 8 categorias y con un parametro estimado, el nimero de grados de li-
bertad es 6. Para « = 0.05 el valor criticoes x29s¢ = 12.60. Dado que x° = 6.477
< Xoos. ¢ = 12.60, no puede rechazarse la hipotesis nula de que el niimero de
anotaciones de seis puntos por equipo en la NFL es una variable aleatoria de Pois-
son.

10.3 La estadistica de Kolmogorov-Smirnov

Recuérdese que para aplicar la prueba de bondad de ajuste chi-cuadrada cuando
¢l modelo propuesto bajo H, es continuo, es necesario aproximar Fy(x) mediante el
agrupamiento de los datos observados en un niimero finito de intervalos de clase.
Este requisito de agrupar los datos implica tener una muestra de tamafio mas o
menos grande. De esta manera, la prueba de bondad de ajuste chi-cuadrada se en-
cuentra limitada cuando Fy(x) es continua y la muestra aleatoria disponible tiene un
tamarfio pequeflo. Una prueba de bondad de ajuste mas apropiada que la chi-cuadra-
da cuando Fy(x) es continua, es la basada en la estadistica de Kolmogorov-Smirnov.
La prueba de Kolmogorov-Smirnov no necesita que los datos se encuentren agrupa-
dos y es aplicable a muestras de tamano pequefo. Esta se basa en una comparacion
entre las funciones de distribucion acumulativa que se observan en la muestra orde-
nada y la distribucién propuesta bajo la hip6tesis nula. Si esta comparacion revela
una diferencia suficientemente grande entre las funciones de distribucién muestral y
propuesta, entonces la hipoétesis nula de que la distribucion es F(x), se rechaza.

Considérese la hipotesis nula por (10.1), en donde F,(x) se especifica en forma
completa. Denotense por X,,,, Xq), ..., X(m a las observaciones ordenadas de una
nuestra aleatoria de tamafio n y definase la funcion de distribucion acumulati-
va muestral como

0 x < X(y,
S.x) = k/n Xy < x<Xgin (10.4)
{ X =X,.

4
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En otras palabras, para cualquier valor ordenado x de la muestra aleatoria, §,(x)esla
proporciébn del nimero de valores en la muestra que son iguales o menores a x. Ya
que Fy(x) se encuentra completamente especificada, es posible evaluar a Fy(x) para
alghin valor deseado de x, y entonces comparar este iltimo con el valor correspon-
diente de S,(x). Si la hipbtesis nula es verdadera, entonces es l6gico esperar que la
diferencia sea relativamente pequefia. La estadistica d\e Kolmogorov-Smirnov se de-
fine como ‘

D, = max | S,(x) — Fo(x)|. , (10.5)

La estadistica D, tiene una distribucién que es independiente del modelo pro-
puesto bajo la hipotesis nula. Por esta razon, se dice D, es una estadistica indepen-
diente de la distribucion. Lo anterior da como resultado que la funcidén de distribu-
cion de D, pueda evaluarse s¢lo en funcién del tamafio de la muestra y después usarse
para cualquier Fy(x). En la tabla J del apéndice, se proporcionan los valore< cianti-
les superiores de D, para varios tamaiios de la muestra. El lector debe notar que los
valores asint6ticos de d, que se encuentran en la parte inferior de la tabla propor-
cionan una adecuada aproximacién para valores de n mayores de 50.

Para un tamafio « del error de tipo I, la region critica es de la forma

P(D,, > "_> = a.

Vn
De acuerdo con lo anterior, la hipotesis H, se rechaza si para algin valor x observa-
do el valor de D, se encuentra dentro de la region critica de tamafio a.

Como se hizo notar anteriormente, la estadistica de Kolmogorov-Smirnov es, en
general, superior a la prueba de bondad de ajuste chi-cuadrada cuando los datos in-
volucran una variable aleatoria continua, debido a que no es necesario agrupar los
datos. Ademas, la prueba de Kolmogorov-Smirnov tiene la atractiva propiedad de
ser aplicable a muestras de tamafio pequefio. Por otro lado, la estadistica se encuen-
tra limitada, ya que el modelo propuesto bajo H, debe especificarse en forma com-
pleta. La estadistica de Kolmogorov-Smirnov no se aplica a todos aquellos casos
para los que las observaciones no son inherentemente cuantitativas a consecuencia
de las ambigiiedades que pueden surgir cuando se ordenan las observaciones.

Ejemplo 10.4 A continuacién se proporcionan los valores ordenados de una
muestra aleatoria del nimero de respuestas correctas para la SAT que se aplico a
todos los estudiantes que ingresaron a una universidad: 852, 875, 910, 933, 957,
963, 981, 998, 1007, 1010, 1015, 1018, 1023, 1035, 1048, 1063. En afios anterio-
res, el numero de respuestas correctas estaba representado, en forma adecuada, por
una distribucion normal con media 985 y desviacion estandar 50. Con base en esta
muestra, ;existe alguna razon para creer que ha ocurrido un cambio en la distribu-
cidn de respuestas correctas para la prueba SAT en esta universidad? Empléese un
nivel o = 0.05.

Sea X la variable aleatoria que representa el nimero de respuestas correctas para
la prueba SAT. Consideérese la prueba de la siguiente hipétesis nula
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Ho: F(x) = Fo(X)v

donde Fy(x) es la funcidén de distribucién normal con media 985 y desviacién estan-
dar 50. Dado que X es una variable aleatoria continua y el tamafio de la muestra de
X es pequefo, se usara la estadistica de Kolmogorov-Smirnov para probar a H,. La
funcion de distribucion muestral se obtiene mediante el empleo de (10.4) para los va-
lores ordenados. Lo anterior involucra un incremento de 1/6 = 0.0625 al valor pre-
vio de la distribucion muestral. Los valores correspondientes del modelo normal
propuesto se obtienen estandarizando primero a N0, 1) y empleando la tabla D del
apéndice. En la tabla 10.2 se encuentra la informacion mas importante.

Se observa que la maxima desviacion es de 0.1207. De la tabla J del apéndice, el
valor critico de D¢ para a = 0.05 es 0.328. Dado que 0.1207 < 0.328, no puede
rechazarse la hipotesis nula. De acuerdo con ello no es posible detectar un cambio en
la distribucién para el niimero de respuestas correctas de la prueba SAT de la ya es-
tablecida M(985, 50).

10.4 La prueba chi-cuadrada para el analisis de tablas de
contingencia con dos criterios de clasificacion

Muchas veces surge la necesidad de determinar si existe alguna relacion entre dos
rasgos diferentes en los que una poblacién ha sido clasificada y en donde cada rasgo
se encuentra subdividido en cierto nimero de categorias. Por ejemplo, ¢existe una
relacion entre €l fumar cigarrillos y la predisposicion a desarrollar cancer pulmo-
nar?, o también ;existe una relacion entre la filiacion politica y la opinién con res-
pecto a incrementar el presupuesto armamentista? En ambos ejemplos, se ha clasifi-
cado a la poblacion en dos caracteristicas y en donde se supone que cada una de

TABLA 10.2 Calculo de la estadistica de Kolmogorov-Smirnov para el ejemplo 10.4

Valores ordenados S, (x) Fylx) |S.0x) — Folx)|
852 0.0625 0.0039 0.0586
875 0.1250 0.0139 0.1111
910 0.1875 0.0668 0.1207
933 0.2500 0.1492 0.1008
957 0.3125 0.2877 0.0248
963 0.3750 0.3300 0.0450
981 0.4375 0.4681 0.0306
998 0.5000 0.6026 0.1026
1007 0.5625 0.6700 0.1075
1010 0.6250 0.6915 0.0665
1015 0.6875 0.7257 0.0382
1018 0.7500 0.7454 0.0046
1023 0.8125 0.7764 0.0361
1035 0.8750 0.8413 0.0337
1048 0.9375 0.8962 0.0413

1063 1.0000 0.9406 0.0594
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éstas tiene por 1o menos dos categorias exhaustivas y mutuamente excluyentes. En el
primer ejemplo las dos caracteristicas son, si se es fumador, y si desarrolla cancer
pulmonar. Las categorias para estas dos caracteristicas podrian ser si se es fumador
cronico, moderado o no fumador, para la primera, y el si se desarrolla o no cancer
“pulmonar para la segunda. )

. Cuando-una muestra aleatoria que se obtiene de una poblacion se clasifica de
esta manera, el resultado recibe el nombre de tabla de contingencia con dos criterios
de clasificacion. Esta tabla se forma por las frecuencias relativas que se observaron
para las dos clasificaciones y sus correspondientes categorias. A pesar de que s6lo se
analizaran tablas de contingencia con dos clasificaciones, es posible analizar tablas
que contengan mas de dos clasificaciones.

El analisis de una tabla de este tipo supone que las dos clasificaciones son inde-
pendientes. Esto es, bajo la hipotesis nula de independencia se desea saber si existe
una diferencia suficiente entre las frecuencias que se observan y las correspondientes
frecuencias que se esperan, tal que la hipbtesis nula se rechace. La prueba chi-cua-
drada, discutida en la seccion 10.2, proporciona los medios apropiados para anali-
zar este tipo de tablas.

. Sea n una muestra aleatoria de una poblacion que se clasifica de acuerdo con dos
caracteristicas A y B, cada una de las cuales contiene un nimero r y ¢ de categorias,
respectivamente. Ademas, sea N, el namero de observaciones en la categoria (i, j),
de las caracteristicas A y B, respectivamente, parai = 1,2 ...ryj = 1,2 ... c. En-
tonces una tabla de contingencia es un arreglo matricial de r X ¢, dado en la tabla
10.3, en donde las entradas representan las realizaciones de las variables aleatorias
N;.

Notese que el total del i-ésimo rengl6n es la frecuencia de la i-ésima categoria de
caracteristica A, sumando sobre todas las categorias de la caracteristica B. De mane-
ra similar, el total de la j-ésima columna es la frecuencia observada de la j-ésima ca-
tegoria de B sumada sobre todas las categorias de A. Sean

¢
n,-.=2n,-j i=l,2;'--’rv

Jj=1

r
"-j=2”ij J

i=1

1,2, ..., ¢,

TABLA 10.3 Tabla de contingencia con dos clasificaciones

Caracteristica B
Categorias l 2 e C Totales
] ny ny e ny ny.
Caracteristica 2 ny Ny e na, n.
A
r n, n, "y, n..
Totales n, n. n. n
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los simbolos para denotar las sumas de los renglones y de las columnas, respectiva-
mente, en donde la notacidn “*punto’” indica el subscripto sobre el cual se lleva a
cabo la sumatoria.

Sea p; la probabilidad de que un objeto seleccionado al azar de una poblacion
de interés se encuentire en la categoria (7, j) de la tabla de contingencia. Sea p, la pro-
babilidad (marginal) de que un objeto se encuentre en la categoria / de la caracteristi-
ca A, y sea 7, la probabilidad de que un objeto se encuentre en la categoria j de la
caracteristica B. Si las dos caracteristicas son independientes, la probabilidad con-
junta debe ser igual al producto de las probabilidades marginales. De esta forma
puede establecerse la hipOtesis nula de la siguiente manera:

Hopyi=pip, =12, ...rnji=12..,c (10.6)

Si pueden especificarse las probabilidades marginales p;. y p, entonces, bajo la
hipdtesis nula, la estadistica

vy Wy el (10.7)
i=1j=1 "pi'p‘j

tiene en forma aproximada una distribucién chi-cuadrada con rc — 1 grados de liber-
tad para valores grandes de #. Sin embargo, la mayoria de las veces pueden no cono-
cerse los valores de las probabilidades marginales y, de esta forma, se estiman con
base en Ia muestra. Afortunadamente, la prueba de bondad de ajuste chi-cuadrada
permanece como la estadistica apropiada para probar (10.6), siempre que se empleen
los estimados de maxima verosimilitud v se reste un grado de libertad del total para
cada parametro que se esté estimando. Dadoque 2., p, =1y Zi., p, = |, existen r
— 1 parametros de renglon y ¢ — 1 de columna a ser estimados. De esta forma, el nG-
mero de grados de libertadserd re — | — (r — ) ~(c = 1} =rc ~r — ¢ +
I = = Dlec = 1)

Puede demostrarse que les estimados de maxima verosimilitud dep, y p; estan
dados por

pr- = ”i-/"! (10.8)

B,=n,/n, (10.9

respectivamente. Al sustituir (10.8) y (10.9) en (10.7), se obtiene la estadistica

> E—;H%. (10.10)

que para valores grandes de # es, en forma aproximada, una variable aleatoria chi-cua-
drada con {r — 1) x (¢ — 1) grados de libertad.



10.4 La prueba chi-cuadrada para el andlisis de tablas de contingencia 3713

Ejemplo 10.5 Una compaiiia evalia una propuesta para fusionarse con una corpo-
racion. El consejo de directores desea muestrear la opinion de los accionistas para
determinar si ésta es indepéendiente del nimero de acciones que cada uno posee. Una
muestra aleatoria de 250 accionistas proporciona la informacién que se muestra en
la tabla 10.4. Con base en esta informacion, ;existe alguna razon para dudar de que la
opinién con respecto a la propuesta es independiente del nimero de acciones que
posee el accionista? Usese @ = 0.10. :

La hipotesis nula se establece de la siguiente forma

Hyp;=pp;, i=1,23; j=12,3.

En ésta, p; esla probabilidad de que un accionista seleccionado al azar se encuentre
en la categoria (i, j); p. es la probabilidad marginal de que el nimero de acciones
que posee un accionista seleccionado al azar se encuentre en la categoriai; y p.; esla
probabilidad marginal de que un «ccionista seleccionado al azar tenga una opinion j.
Por la epresion (10.10) la frecuencia esperada de la celda (i, j) es el producto del
total de i-ésimo renglén por el total de la j-ésima columna dividido por el tamaiio de
la muestra n = 250. Por ejemplo, el nimero esperado de accionistas que estan a
favor de la propuesta y que poseen mas de 1 000 acciones, es (95)(100)/250 =

Al continuar este proceso, se determinan las frecuencias esperadas para cada combi-
nacion. En cada celda de la tabla 10.5, la primera linea representa la frecuencia ob-
servada, la segunda la frecuencia esperada y la tercera la contribucion de cada celda
al valor de la estadistica, de acuerdo con (10.10).

De esta manera, el valor de la estadistica es

, _ (38 =304 (29 -13952° (4-176)"
X'= 304 T s Tt T e 1080
Dado que r = ¢ = 3, el niimero de grados de libertad es 4. Para o = 0.1, el
valor critico es Xzo,gv + = 7.78. De esta forma, el valor que se observa de la estadis-
tica de prueba se encuentra dentro de la region critica, y la hipotesis nula debe recha-
zarse. De acuerdo con lo anterior, existe una razén para creer que la opinion con res-
pecto a la propuesta y el nimero de acciones que cada accionista posee, no son inde-
pendientes.

TABLA 10.4 Datos muestrales para el ejemplo 10.5

Numero de Opinion

acciones A favor En contra Indecisos Totales
Menos de 200 38 29 9 76
200-1000 30 42 7 79
Mas de 1000 32 59 4 95

Totales 100 130 20 250




374 Pruebas de bondad de ajuste y andlisis de tablas de contingencia

TABLA 10.5 Frecuencias esperadas y observadas para el ejemplo 10.5

Numero de acciones A favor En contra ) 1ndecisos Totales

- 38 . 29 ' 9 , 76.

Menos de 200 30.40 - 39.52 6.08 - 76
1.90 2.80 1.40 6.10

30 42 7 79

200-1000 31.60 41.08 6.32 79
0.08 ’ 0.02 0.07 0.17

32 59 4 95

Mas de 1000 38 49.40 7.60 95
0.95 1.87 1.71 4.53

100 130 20 250

Totales 100 130 20 250
2.93 4.69 3.18 10.80

Referencias

1. P. G. Hoel, Introduction to mathematical statistics, 4th ed., Wiley, New York, 1971.
;2. B. W. Lindgren, Statistical theory,'3rd ed., Macmillan, New York, 1976.

Ejercicios

10.1.

10.2.

Con base en los registros de una tienda de modas, el 50% de los vestidos adquiridos
por ésta para la temporada se venderan a precio de menudeo, el 25% a un 20% menos
del precio de menudeo, 15% se venderan después de una reduccion en su precio del
40% y los restantes con una disminucion en su precio del 60%. Para esta temporada, se
adquirieron 300 vestidos y su venta fue en la siguiente forma:

Precio de venta  20% de 40% de 60% de

140 90 30 40.

¢Existe alguna razon para creer que la disminucion en ventas fue diferente en esta tem-
porada con respecto a las anteriores? Usese a = 0.05. ;Cual es el valor de p?

En un hospital, el nimero de nacimientos observados para cada mes de cierto ailo,
fueron los siguientes:

Ene Feb Marzo Abril Mayo Jun Julio Ago Sept Oct Nov Dic

95 105 95 105 90 95 105 110 105 100 95 100

Si @ = 0.01. gexiste alguna razon para creer que el nimero de nacimientos no se en-
cuentra distribuido en forma uniforme durante todos los meses del afio? ;Cual es el
valor de p?



10.3.

" 10.4.

10.5.

10.6.

10.7.
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En el ejercicio 10.2, supongase que el niimero de nacimientos que se observaron cada
mes durante un periodo de 10 afios es simplemente igual a diez veces los nameros ob-
servados en el ejercicio 10.2 para un afio.

aJ {Cambiara esto la conclusién del ejercicio 10. 2"
b) ¢Qué puede concluirse con respecto al empleo de prueba de bondad de ajuste chi-
chadrada para valores grandes de n? .

Un fabricante asegura que produce sélo el 5% de unidades defectuosas. Un comprador
de grandes cantidades de estas unidades selecciona 100 y encuentra diez defectuosas.

a) Mediante el empleo de la prueba de bondad de ajuste chi-cuadrada, determinar si
existe una razbn para dudar de la afirmacion del fabricante. Usese a = 0.05.

b) Comparese la respuesta con la parte g, que se obtiene al utilizar el método aproxi-
mado que se discutio en el capitulo 9 para probar la hip6tesis nula de que la verda-
dera proporcion de articulos defectucsos es 0.05.

¢) ¢(Existe alguna relacion entre los valores de las estadisticas de prueba obtenidos en
las partes a y b? ;Existe alguna condicién para esta relacion?

Una organizacion de seguridad vial desea determinar si el nimero de accidentes fatales
se encuentra distribuido de igual forma para el color de los automoviles involucrados
en los accidentes. La organizacion obtuvo una muestra aleatoria de 600 accidentes
automovilisticos en los cuales ocurrié por lo menos una muerte y anoté el color del
automovil. Se obtuvo la siguiente informacion:

Rojo Café Amarillo Blanco Gris Azul

75 125 70 80 135 Hs.

¢Existe alguna razon para creer que las proporciones de color no son idénticas? Usese
= 0.01.

Durante un periodo de 30 afios se llevo a cabo un estudio médico para determinar,
entre otras cosas, si los habitos de fumador pueden influenciar en el desarrollo de la en-
fermedad cardiaca. Durante este periodo, 160 hombres desarrollaron alguna enferme-
dad cardiaca. Estos hombres fueron clasificados como fumadores agudos (mas de dos
cajetillas de cigarros al dia), fumadores moderados (una a dos cajetillas al dia), fuma-
dores ocasionales (menos de una cajetilla al dia) o no fumadores. El nimero de
hombres en cada categoria que desarroll6 alguna enfermedad cardiaca es el siguiente:

Fumador Fumador Fumador
agudo moderado  ocasional ~ No fumador

58 54 36 12

a) Si se supone que al comienzo del estudio habia una cantidad igual de hombres en
cada una de las cuatro categorias, ;existe alguna razon a un nivel de « = 0.01 para
creer que las proporciones en estas categorias no son las mismas?

b) {Coémo se podria prevenir al investigador médico del uso de la prueba de bondad de
ajuste chi-cuadrada en esta situacibn?

En un proceso de produccion se toma una muestra aleatoria diaria de 100 articulos yl se
inspecciona para encontrar articulos defectuosos. Para una semana dada y para los
cinco dias de operacion, se observo el siguiente nimero de unidades defectuosas:
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10.8.

10.9.

10.10.

10.11.

10.12.

10.13.

10.14.

Lunes Martes Miércoles Jueves Viernes

12 7 6 5 10

Si el porcentaje total de articulos defectuosos es del 8%, ;puede concluirse que a un
nivel de @ = 0.05 existe una diferencia discernible en el porcentaje diario de articulos
defectuosos?

Con referencia a los datos del ejercicio 1.1, empleando la prueba de bondad de ajuste
chi-cuadrada, ;puede concluirse que los lapsos de tiempo no se encuentran exponen-
cialmente distribuidos con § = 3.2 minutos? Usese « = 0.0l.

Considere los datos del ejercicio 1.7.

a) Para a = 0.05,empléese la prueba de bondad de ajuste chi-cuadrada para probar
la hipétesis nula de que la distribucién del nimero de anotaciones de seis puntos
por equipo y por juego en la NFL, es una distribucién de Poisson con parametro
A =27

b} Supobngase que se estima el valor de A a partir de los datos. ; Chmo podria este cam-
bio efectuar la respuesta a la parte a?

Usese la estadistica de Kolmogorov-Smirnov en los datos del ejercicio 1.1 y compare el
resultado con el que se obtiene en el ejercicio 10.8.

Usese 14 estadistica de Kolmogorov-Smirnov para probar la hipotesis nula de que los
datos del ejercicio 1.2 se encuentran normalmente distribuidos con media 50 y desvia-

cion estandar 10. Usese o = 0.05.

Como se notd con anterioridad, una limitacién de la estadistica de Kolmogorov-
Smirnov es que debe especificarse el modelo propuesto bajo H,. A pesar de que no se
encuentra disponible ningiin método cuando algunos de los parametros no se especifi-
ca, Lilliefors* obtuvo los limites de rechazo a través de un estudio de simulacion para
el problema especifico de probar la normalidad. Si la media y la desviacién estandar
muestral se emplean como parametros de la distribucion normal bajo la hipotesis nula,
la estadistica D, tiene una distribucion cuyos cuantiles también obtuvo Lilliefors. De
manera especifica, para « = 0.05 los valores del 95avo, percentil de la distribucion
de esta estadistica bajo H, fueron los siguientes:

n | 10 12 14 15 16 18 20 25 >25
95avo. percemill 0.258 0.242 0.227 0.220 0.213 0200 0.190 0.173 0.886/\/;v

Empléese la modificacion de Lilliefors a la estadistica de Kolmogorov-Smirnov para
probar la normalidad de los datos del ejercicio 1.2. Comparese el resultado con el del
ejercicio 10.11.

Usese el procedimiento de la prueba de bondad de ajuste chi-cuadrada para probar la
hipotesis nula de que los datos del ejercicio 1.2 se encuentran distribuidos, normalmen-
te, a un nivel de « = 0.01.

Se toma una muestra aleatoria de 25 hombres casados y se les pregunta la edad que
tenian cuando se casaron. Se obtienen los siguientes datos: 24, 19, 20, 22, 50, 23, 23,

*On the Kolmogorov=Smirnoy 1est for normality with mean and variance unknown. J. Amer. Statistical
Assoc. 64 (1967). 399-402. 1967.
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21, 25, 27, 45, 27, 26, 26, 35, 29, 28, 30, 31, 32, 31, 33, 34, 38, 41. Usese la estadistica

de Kolmogorov-Smirnov para probar la hipotesis nula de que la distribucién de las
edades de los hombres cuando contrajeron sus primeras nupcias es una distribucion

gamacon @ = 2y a = 16. Usese & = 0.05. (Sugerencia: Para calcular las probabili-

"~ dades gama, véase una tabla de la funciébn gama incompleta determinada por (5.'55).)

10.15.

10.16.

10.17.

10.18.

10.19.

.E'n el ejempl\o 4.10, Gsese la prueba de bondad de ajuste chi-cuadrada para demostrar
que la hip6tesis nula de una distribucibn binomial negativa para el nimero de anota-
ciones de seis puntos, no puede ser rechazada a un nivel o = 0.05.

Con la prueba de bondad de ajuste chi-cuadrada determinese si la hipotesis nula de los
datos del accidente del ejercicio 8.14 sigue una distribucion binomial negativa, que se
puede remitir al nivel « = 0.05

Los totales de los renglones y columnas de una tabla de contingencia de dos caracteris-
ticas son los siguientes: '

10
12
I5

8 14 10 5 37

Bajo la hipétesis nula de independencia, determinar la tabla de frecuencias esperadas.

Un proceso de produccion emplea cinco maquinas en sus tres operaciones de desplaza-
miento. Se clasifico una muestra aleatoria de 164 fallas de acuerdo con la maquina y la
operacion de desplazamiento en la que ocurrio la falla, y los resultados se muestran en
la tabla 10.6. Con base en esta informacion, ;existe alguna razon para dudar acerca
de la independencia entre la operacion de desplazamiento y la falla de la maquina?
Usese a = 0.01.

TABLA 10.6 Fallas por maquina y desplazamiento

Mdquinas
Desplazamiento A, B C D E
1 10 12 8 14 8
2 15 8 13 8 11
3 12 9 14 12 10

Se condujo una encuesta aleatoria entre los ciudadanos en edad de votar para determi-
nar si existia alguna relacién entre la afiliacion partidista y la opinion con respecto al
control de armas. Se obtuvo la informacién proporcionada en la tabla 10.7. Para a =
0.01, ;existe alguna razon para creer que existe una dependencia entre la opinién y la
afiliacton partidista?

TABLA 10.7 Filiacién partidaria y opiniones sobre el control de armas

A favor En contra Sin decision
.Democratas 110 64 26
Republicanos 9% 116 14
Independientes 55 35 10
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10.20. En una muestra aleatoria de recién egresados de la preparatoria se registraron dos ca-
racteristicas (la calificaciobn promedio y el namero de respuestas correctas para la
prueba SAT). Esta informacion se clasificO como se muestra en la tabla 10.8

TABLA 10.8 Calificaciones promedio y niimero de
respuestas correctas para la prueba SAT

Numero de respuestas correctas para la prueba SAT

GPA 900-1100 1100-1300 1300-1500
>3.5 50 65 38
3.0-3.5 78 72 42
2.5-3.0 97 80 25
2.0-25 105 25 18

a) ¢Existe una dependencia entre el nimero de respuestas correctas en la prueba SAT
y el promedio de clasificaciones. discernible estadisticamente a un nivel o = 0.01?

b) ¢Se tiene alguna reserva con respecto a esta clasificacién? ;Se puede pensar en otras
caracteristicas que deban considerarse?

10.21. En un estudio reciente que involucr6 una muestra aleatoria de 300 accidentes automo-
vilisticos, se clasifico la informacion de acuerdo con el tamaiio del automovil.

: ey
Pequerio Mediano  Grande

Por lo menos
un muerto 4?2 35 20
Ningiin muerto 78 65 60

Con estos datos, ;depende la frecuencia de accidentes del tamaiio del automoévil? Use-
se a = 0.05. ‘

10.22. Se llevd a cabo una encuesta con respecto a la preferencia del consumidor para deter-
minar si existia alguna predileccion para tres marcas competitivas (A, B y C) depen-
diendo de la regidn geografica en la que habita el consumidor. Con base en una
muestra aleatoria de consumidores, se obtuvo la siguiente informacion para tres distin-

tas regiones.
Region 1 Region 2 Region 3
Marca A 40 52 25
Marca B 52 70 35
Marca C 68 78 60

Con base en esta informacion, ;la preferencia por una determinada marca depende de
la region geografica a un nivel « = 0.05?



CAPITULO ONCE

‘Métodos para el control de calidad
y muestreo para aceptacion

11.1 Introduccion

En los Gltimos afios ha aumentado el interés que se tiene, por parte de los producto-
res asi como de los consumidores, en la calidad de los productos manufacturados.
Un fabricante que desea mantener cierto nivel de calidad en su producto terminado
debe implantar un procedimiento para detectar cualquier desviacién seria del estan-
dar de calidad deseado. En el logro de este fin, las tablas estadisticas de control de
calidad y el muestreo peridédico han demostrado ser medios muy efectivos para
controlar la calidad de los productos manufacturados.

Por otro lado, el consumidor desea asegurarse de que el producto que adquiere
reune ciertos estandares de calidad. Lo anterior es especialmente cierto si el consu-
midor, como muchas veces ocurre en la practica, compra lotes muy grandes de cierto
producto. En estos casos es necesario establecer un procedimiento para inspeccionar
una muestra relativamente pequefia del producto proveniente del lote para decidir si
reune los estandares de calidad deseados. Un procedimiento de esta naturaleza inclu-
ye la nocion del muestreo para aceptacion. '

En este capitulo se analizaran los principios basicos y métodos de las tablas de
control estadistico y los procedimientos del muestreo para aceptacion. El lector debe
considerar el material de este capitulo s6lo como introduccion al controt estadistico
de calidad y a los procedimientos del muestreo para aceptacion, pero éste debe ser
util como antecedente para un estudio posterior. Con este prop6sito se sugieren las
referencias {2] y {3].

11.2 Tablas de control estadistico

Una tabla de control estadistico es un procedimiento inferencial basado en un
muestreo repetitivo para estudiar un proceso. De acuerdo con su creador, W.A.
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Shewhart, una tabla de control se emplea para definir un estandar de calidad para
un proceso de fabricacién y para determinar si éste se mantiene por el proceso.

En el desarrollo de tablas de control, el factorclave es la variabilidad en la calidad
del producto terminado. Para cualquier proceso, es inherente cierta cantidad de va-
riabilidad en Ia calidad, sin importar cuéntos esfuerzos se encaminen para lograr su
control. Este tipo de variabilidad es una funcién de factores aleatorios que, de ma-
nera comun, se encuentran mas alla del control. Esta variacién aleatoria general-
mente es aceptable y no compromete en modo alguno el estandar de calidad desea-
do. La variabilidad también se puede deber a causas no aleatorias o fijas; éstas
pueden tomar la forma de un mal funcionamiento en una maquina, indiferencia del
trabajador, variabilidad en la calidad de las materias primas y otras. De esta forma,
una tabla de control estadistico es el procedimiento inferencial con el cual se decide
si una desviacion observada de la norma deseada se debe so6lo al azar o a alguna
causa fija. Si la decisidn es que la variacion es aleatoria, entonces se dice que el proce-
so de’interés se encuentra bajo control. De otiv m.sdo, se juzga como fuera de
control y en este caso lo que se hace, en forma general, es detener el proceso y llevar
a. cgbo todos los esfuerzos necesarios para detectar la causa del problema.

Dado que la inferencia se basa en la probabilidad, es posible que un proceso se
juzgue fuera de control cuando, de hecho, se encuentra bajo control o viceversa. Las
consecuencias de-estos errores pueden ser severas; por ejemplo si se declara a un
proceso como fuera de control, cuando en realidad esta bajo control, se tratara de
determinar una causa inexistente. Por otro lado, si el proceso en realidad esta fuera
de control y se permite que éste continae, el estandar de calidad deseado no se alcan-
zara. Debe notarse que estos errores son facsimiles de los errores de tipo I y II anali-
zados en el capitulo 9. A

+ Usualmente, la determinacién de una tabla de control depende de la toma pe-
podfca de muestras aleatorias de tamafio n del proceso de interés, con lo que se ob-
tiene; para cada una de éstas, un valor de alguna estadistica de importancia como la
media o la varianza muestral. Por lo tanto, la tabla de control es una grafica de los
valores de la estadistica observada, contra el namero de la muestra o contra el pe-
riodo durante el cual se obtuvo ésta. La tabla contiene limites de control superior e
inferior, los cuales constituyen los criterios de decisién para el proceso, es decir, el
proceso sera juzgado como bajo control mientras los valores de la estadistica se en-
cuentren dentro de estos limites. Si un valor de la estadistica se encuentra fuera de los
limites de control, se considerara al proceso como fuera de control. También se en-
cuentra una linea central que define la norma prescrita para el proceso.

~El usuario decide cuales deben ser los valores de los limites de control, cuantas veces
& };ecesano muestrear, cual debe ser el tamafio de la muestra que se toma y qué accion
“@alizar una vez que se juzga al proceso como fuera de control. Sin embargo, existen
algunos principios generales que el usuario puede seguir. Shewhart argumentaba que
podia alcanzarse un balance apropiado entre el costo del muestreo y la exactitud del
estimador, si las muestras tienen un tamaifio de cuatro o cinco observaciones cada
vez. También los limites de control **tres-sigma’’ han demostrado ser muy satisfac-
torios y son los que se emplean en Estados Unidos, asi como en muchos otros paises.

Considérense las tablas de control para la media y la desviacion estandar. La pri-
mera se conoce como tabla X y la segunda como tabla S. Debe notarse que, de ma-
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nera tradicional, se emplea ¢l rango R para determinar tablas para la variabilidad de
un proceso debido a su calculo facil. Pero es mejor la tabla S, la cual no ofrece nin-
gan problema de calculo con los paquetes para computadora disponibles en la ac-
tualidad. Para la determinacion de las tablas X y S se supondra-que se muestrea una
distribucién normal; en un caso, se dara por hecho que se conoce el valor de la me-
dia oel dela varianza y, para el otro, que ambos valores son desconocidos.

11.2.1 Tablas X (media conocida de la poblacién)

Se puede construir una tabla de control con base en la media muestral cuando la me-
dicion de interés se encuentra normalmente distribuida con media u y desviacion es-
tandar o o conocidas. El conocimiento que se tiene sobre 1 y o se puede deber a la
naturaleza particular del proceso de interés, el cual puede proporcionar la suficiente
informacion con respecto a la media y a la desviacion estandar. Para este caso, una
tabla X proporciona el procedimiento inferencial por medio del cual se puede deci-
dir si la media del proceso es la que se afirma.
Sea X,, X,, ..., X,una muesta aleatoria de tamafio n del proceso de interés.

Dado que por h1potesns X ~ N(p,0), la media muestral es X ~ N(u,o/ Vn), la
probabilidad de que |X — u| sea menor que 3o/ \/ n, es

P(X — ul < 30/V/n) = 0.9974.

De esta forma, los limites de control tres-sigma son u = 30/\/n, es decir, cuando
se toma una muestra de tamafio n se calcula y se grafica un valor de la media
muestral. Si éste se encuentra dentro de los limites de control © = 30/\/n, se supone
que el proceso se encuentra bajo control; de otra forma, esta fuera de control. Por lo
tanto, cada vez'que se toma una muestra se esta probando la hipotesis nula de que la
media del proceso es igual a i contra la aiternativa de que ha ocurrido un corrimien-
to en la media del proceso. El rechazo de la hipétesis nula implica que el proceso se
encuentra fuera de control.

Ejemplo 11.1 En un proceso de llenado se tiene una maquina que vacia una canti-
dad promedio de 500 g en cada recipiente, con una desviacién estandar de 2 g. Se to-
man 10 muestras diarias, cada una de cinco recipientes, y se mide ¢l peso de cada re-
cipiente. Los pesos promedio para las 10 muestras en una semana dada son los si-
guientes:

Namero de muestra i 2 3 4 h)
Promedio de fa muesira 498.37 499.49 501.25 498.63 502.97
Niimero de minesira 6 7 8 9 10
Promedio de L muestra 500.56 499.23 498.76 501.08 500.27

Para los limites de control 3a, ;se encontro el proceso bajo control durante esta se-
mana? Con estos limites, {cual es la probabilidad de no detectar un corrimiento de
500 a 503 g en la media? .
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. Dadoquen =5, . = 500, y o = 2, los imites de control 30" son 500 +3(2/\/5) =
500 % .2.6833 0 (497.3167, 502.5833). En la figura 11.1 se muestra la tabla de control
para las medias muestrales. Notese que la quinta media muestral se encuentra por
encima del limite superior de control; de esta forma, durante este tiempo el proceso
se juzgd como fuera de control en relacién con el promedio. La probabilidad de ob-
servar un valor de X fuera de los limites de control, si el proceso se encuentra real-
mente bajo control, es

P(| X — 500 > 2.6833) = 0.0026.

La probabilidad de no detectar un corrimiento de 500 a 503 gramos en la media es

P(497.3167 < X < 502.6833 | . = 503) = (

497.3167 — 503 502.6833 — 503)
e <, Z < ———
2/\/5 2/\/S
= P(-635<Z< —-0.35)
= 0.3632.
—i .
503 Limite superior de control = 502.6333
502+

so1} A /\
500
499 |- \/

498 -
497 |- Limite inferior de control = 497.3167
L 1 i 1 i 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 S 6 7 8 9 10

Niumero de la muestra

FIGURA 11.1 Tabla X para los datos del ejemplo 11.1
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11.2.2 Tablas S (desviacion estindar conocida de la poblacién) - - -

En muchas ocasiones la variabilidad de un proceso es, por lo menos, tan importante

como la media de éste; por ejemplo, en la fabricacién de instrumentos de precision,
~mantener la variacién en las mediciones a un nivel aceptable es, probablemente, tan

importante como el promedio.’

- Se consideraran las tablas de control para la variabilidad de un proceso mediante

el empleo de la desviacién estdndar de la muestra

1/2
=[ZW—XWm—ﬂ.

Los‘limites de control 3o son E(S) + 3 d.e.(S). Para obtener E(S) y Var(S), recuérde-
se de la seccidén 7.5 que la variable aleatoria
(n — 1)§?

0,2

tiene una distribucioén chi-cuadrada con n — 1 grados de libertad, en donde la fun-
cion de densidad de probabilidad de Y esta dada por (7.16). Dado que

Y =

e ¢
n-1
entonces
0_Y|/2
ST
y
ES) = Z——-—l-)mE(Yl/z)
Pero
E(Y'?) = "'L Y72y 32 exp(~ y/2)dy, a.n
en donde

1
[l(n ~ 1)/2) 2"

En (11.1) sea 4 = y/2; entonces dy = 2du'y

i E(YV) =272 CJ'o " exp(—wydu = 2"*cl(n/2).
Entonces

-
(n _ l)l/l

‘ _ 2°T(n/2) (11.2)

T = DTl — D/2)

ES) = 2% :[(n/2)




384 Meétodos para el control.de calidad y muestreo para aceptacion

Es preferible utilizar una notacién para.el control.de calidad y escribir

S I E(S) =@y
mdonde s |
4=z 12)”21‘[_((1‘_— 1)/2] (‘VI‘1.3)
Para la varianza de S, por definicion -
Var(S) = E(S?) — E*(S).
Pero en la seccién 7.5 se demostrdé que E(S?) = o, en consecuencia
Var(S) = o® — ¢io* = ol - ¢3).
o en la notacién preferible,
Var(S) = cio.
Por lo tanto, d.e.(S) = c¢so. y los limites de control 3o son
o * 3¢50, " (11.4)

en donde c, esta dada por (11.3) y ¢s =(1 — ¢; )”‘ Noétese que, dado que se supone
que el valor de o se conoce, los limites de control sblo son funciones del tamaifio de
cada muestra. En la tabla 11.1 se determinan los valores de ¢, y ¢, para distintos va-
lores usuales del tamaifio n de las muestras.

Como ilustracibn, si ¢ = 2,los limites de control 3¢ para la desviacion estan-
dar muestral, con baseen n = §, son (0.94)(2) = (3)(0.3412)(2) o (0, 3.9272). Para
este ejemplo, en la tabla S el limite inferior de control es cero, la linea central se en-
cuentra en [.88 y el limite superior de control es 3.9272. Paran = Sy o = 2,lava-
riabilidad del proceso se considera bajo control, siempre que el valor de la desviacion
estandar muestral se encuentre dentro de los limites de control ya establecidos.

11.2.3 Tablas X y S (media y varianza desconocidas de la poblacion)

Se consideraran las tablas de control para aquellos casos en los que la distribucién de
la poblacién es normal, pero no se conocen los valores de la media y la desviacion es-
tandar. Para esta situacion, los limites de control se basan en los valores estimados
para uy o. '

Dado que no se conoce el valor promedio del proceso, tampoco se conoce la linea
central de la tabla de control. Si la linea central es un valor estimado basado en un
gran nimero de muestras, los limites de control que se obtienen de esta manera de-

TABLA 11.1 Valores'de ¢, Y ¢, para tamanos n normales de la muestra

n 4 S 6 7 8 9 Y]
¢y 0.9213 0.9400 0.9515 0.9594 0.9650 0.9693 0.9727
Cs 0.3889 0.3412 0.3076 0.2820 0.2622 0.2459 0.2321

ISR
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ben considerarse s6lo como limites tentativos, ya que quiza se necesite una'modifica:
cion antes de que se puedan utilizar para medir la calidad de un producto en futuras
operaciones de produccién. Lo anterior significa que los limites de control tentativos
son apropiados para determinar si Ias operaciones pasadas de un proceso de produg:
cién estuvieron bajo control. Para extenderlos a la produccion futura, el procedi-
miento usual es eliminar todos aquellos puntos que se encuentren fuera de los limites
tentativosde control y recalcular el valor de éstos con base en el resto de la informa-
cibn muestral. Se continlia este proceso hasta que todos los puntos se encuentren
dentro de los limites de control, tanto paralatabla X como para S. La razon para este proce-
dimiento es que los limites de control para la futura produccién deben ser funciones delas ob-
servaciones que se recabaron mientras el proceso de produccion estaba bajo control.

De acuerdo con Shewhart, los limites tentativos de control deben estar basados,
por lo menos, en 20 muestras, cada una con cuatro o cinco observaciones. Shewhart
denomino a estas muestras subgrupos racionales. Estos deben seleccionarse de ma-
nera tal que cada subgrupo sea practicamente homogéneo y proporcione la maxima
oportunidad de variacién de un subgrupo a otro. Fara un proceso de produccion
esto implica que las observaciones para un subgrupo deben tomarse en un momento
que sea diferente al de otro subgrupo. Se emplea un tamarfio relativamente pequefio
de la muestra de cuatro o cinco observaciones, no s6lo para mantener el balance
entre el costo del muestres y la exactitud del estimado, sino también para dar una
minima oportunidad de variacion dentro de cada subgrupo.

Sea m el nimero de muestras y supbngaseque n;, = n paratoda{ = 1, 2,
Ademas, sean X; y S; la media y desviacion muestral de la i-ésima muestra. Para to-
das las /m muestras, definanse las estadisticas.

m

> X (11.5)
i=1

><l|
3 l'—

l (11.6)

5

nMg

Es evidente que E(X) u; deesta forma el promedlo de todas las 7 muestras en un
estimador no sesgado de u. De manera similar,

ES) = — 2 ES) = —(mc,,a) = ¢,0,

lo cual sugiere que un estimador de oes §/c¢,. Los limites tentativos 3o para la media
muestral cuando no se conocen los valores de w y o son

S
+3—=,
AV

¥ los correspondientes a la desviacion estandar de muestra son

<l

(11.7)

S =3—, (11.8)

en donde los valores de ¢,y ¢, son los ya definidos. -
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Ejemplo 11.2 Los datos en la tabla 11.2 son 20 muestras, cada una con cinco ob-
servaciones tomadas en intervalos de dos horas, de la resistencia a la tensién en’
libras de un hilo. Para cada muestra se proporcionan los valores de la media y la des-
viacién estindar. Constrilyanse las tablas de control X .y S con base en estos datos.

" Al promediar las 20 medias muestrales se obtiene X = 47.12, y si se promedian
las desviaciones estandar muestrales, se tiene 5 = 2.326.Para n = 5, ¢, = 0.94
y ¢s = 0.3412. Entonces, por (11.7) y (11.8), los limites tentativos de control 3¢ para
las medias muestrales son ' :

5+ (3)(2.326)

(0.94)\/5

y los limites para las desviaciones estindar muestrales son

(3)(0.3412)(2.326)
0.94

En la figura 11.2 se proporcionan las tablas de control. No6tese que la variabili-
dad del proceso parece estar bajo control, pero la media muestral para la vigésima
muestra se encuentra fuera de los limites. tentativos. Debido a lo anterior, se ob-
tienen nuevos valores para los limites después de omitir esta muestra. Estos son

. 3)2.368)
~ (0.94)\/5

= (43.80, 50.44),

2.326 = = (0, 4.8589).

47.31 = (43.93, 50.69) ' -

TABLA 11.2 Datos de la muestra de la resistencia a la tensién de un hilo en libras

Numero de _
la muestra Valores de la muestra X S
1 44 46 48 52 49 47.8 3.03
2 44 47 49 46 44 46.0 2.12
3 47 49 47 43 44 46.0 2.45
4 45 47 51 46 48 47.4 2.30
5 44 41 50 46 50 46.2 3.9
6 49 46 45 46 49 47.0 1.87
7 47 48 50 46 47 47.6 “1.52
8 49 46 51 48 46 48.0 2.12
9 47 4?2 48 44 46 454 2.41
10 46 48 45 51 50 48.0 2.55
11 45 47 51 48 46 47.4 2.30
12 52 51 48 48 45 48.8 2.77
13 45 45 47 49 44 46.0 2.00
14 46 47 43 48 45 45.8 1.92
15 48 49 52 46 51 49.2 2.39
16 44 46 45 47 52 46.8 3.11
17 48 50 47 46 49 48.0 1.58
18 48 52 51 47 46 48.8 2.59
19 47 51 50 46 49 48.6 2.07
20 44 43 42 43 46 43.6 1.52
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Thsop :
‘ N N\,
- 48}
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44 =
Limite tentativo inferior = 43.801
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Nuamero de la muestra
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Limite tentativo superior = 4.8589

. Limite tentativo inferior = @
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Namero de la muestra

FIGURA 11.2 Tablas X y § para los datos del ejemplo 11.2

para X y los limites

5 368 + (3)(0.3412)(2.368) ~ (0 4.9466)
0.94
para S. Se observa que todos los puntos se encuentran dentro de los nuevos limites
tentativos, tanto en la tabla X, como en la S.

La construccion de las tablas X y S se basa en la distribucion normal. La tabla X
es, relativamente, insensible a la hipotesis de normalidad debido al teorema del limite
central. Sin embargo, la tabla S es mucho mas sensible a la hipbtesis de normalidad.

Vale la pena mencionar la existencia de la tabla p. La tabla p puede construirse
cuando sé supone que el muestreo se lleva a cabo sobre una distribucion binomial
con parametro de proporcion p. Los limites de control se obtienen para las propor-
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ciones de-muestra de unidades que caen en una de dos categorias posibles. Para esta
*situacion, lo que generalmente es de interés, es vigilar la proporcion de unidades de-
fectuosas que produce un proceso de manufactura. i
Para construir los limites de control para las proporciones muestrales, supbngase
que no se conoce el valor de p. Sea m el nimero de muestras disponible, y X; el nime-
ro de unidades defectuosas en la j-ésima muestra de tamafio n. Entonces X,/n.es un
estimador de p basado en la i-ésima muestra, y P = (1/mn) 2/, X; es un estima-
dor de p basado en todas las m muestras. De acuerdo con lo anterior, los limites ten-

tativos 3o para las proporciones muestrales X;/n son

F¢3\/§(_':_’__’2. (11.9)

n

11.3 Procedimienios del muestreo para aceptacion

Un consumidor puede escoger uno de los tres caminos siguientes para verificar la ca-
lidad de los articulos de un embarque que ha recibido: inspeccionar todos los
articulos en el lote; inspeccionarlos en una muestra aleatoria proveniente del lote, o
aceptar el lote sin llevar a cabo ninguna inspeccion.- La primera opcion tiene general-
mente un precio prohibitivo y la Giltima es poco probable que sea aceptada por un
consumidor serio, con respecto a la calidad de los articulos que adquiere. Por lo
tanto, la opcién que tiene un balance adecuado entre el costo de la inspeccion y el
que implica aceptar un lote y usar articulos defectuosos, es la de inspeccionar los
articulos en una muestra aleatoria proveniente del lote que se acaba de adquirir. Con
base en el proceso de inspeccion, la decisiéon usual es aceptar el lote, rechazarlo o to-
mar otra muestra aleatoria. Si la decision de aceptar o rechazar se toma con base en
los valores medidos de los articulos, con respecto a una medicion fisica continua, en-
tonces se dice que la inspeccidn se lleva a cabo por variables. Si los articulos que se
inspeccionan se clasifican como defectuosos o no defectuosos, y el lote se acepta o
rechaza con base en el nimero de articulos defectuosos en la muestra, se dice que la
inspeccioén se lleva a cabo por caracteristicas.

En esta seccion se consideraran los fundamentos para desarrollar planes sencillos
de muestreo con base en caracteristicas para decidir si se acepta o se rechaza un lote.
Posteriormente se examinara en forma breve el muestreo para aceptaciébn por va-
riables. Sea N el tamaifio del lote. Entonces un plan basico de muestreo para acepta-
cion es seleccionar n articulos del lote de tamafio N y aceptar el lote si el nimero de
articulos defectuosos en la muestra es menor o igual a un nimero de aceptacion c,
previamente estipulado. De otra forma, el lote se rechaza. Por ejemplo, un plan de
muestreo puede definirse de la siguiente forma N = 10000, n = 100, y ¢ = |.
Lo anterior significa que se seleccionaran, en forma aleatoria, 100 articulos de los
10 000 que contiene el lote, y si se encuentra cuando mucho un articulo defectuoso,
se aceptara el lote de N = 10 000 articulos. Si hay mas de un articulo defectuoso, el lote sera
rechazado. El consumidor puede escoger entre regresar el lote rechazado al fabricante o so-
meterlo a una inspeccion del 100%. El primero constituye lo que se conoce como un procedi-
miento de inspeccion no verificable, y el segundo como proceso de inspeccion verificable.
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Supbngase que la informacién disponible para el consumidor con respecto a Ia
calidad de los articulos en el lote, es la proporcioén promedio de articulos defectuosos
que produce el proceso de manufactura que los fabrica. Unf‘critei'io muy importante
en un plan de muestreo es la probabilidad de aceptar el lote'P(4), dada una propor-
cion de articulos defectuosos p. Bajo las hipotesis adecuadas y para algn valor de p
y de c, la probabilidad de que el lote sea aceptado con base en una muestra de tama-
fio n, es la probabilidad binomial acumulativa "

PA)=PX <) = D, (:)p"(l - py (11.10)

x=0

en donde la variable aleatoria X representa el nimero de articulos defectuosos en-
contrados en la muestra. Si np tiene un tamafio moderado, la probabilidad binomial
dada por (11.10) se puede aproximar en forma adecuada por la probabilidad acumu-
lativa de Poisson

(& x

PA) = :t—;exp(~)\), (11.11)

. x=0""

en donde A = np.

Una grafica de la probabilidad de aceptacién contra p, es la curva de operacion
caracteristica (CO). Como ilustracion se analizara el plan de muestreon = 100 y ¢
= 2. Mediante el empleo de la aproximacion de Poisson dada por (11.11) se obtiene
la probabilidad de aceptar para valores de p en un intervalo de 0.01 a 0.09: Las proba-
bilidades de aceptacion se dan en la tabla 11.3 y estan graficadas contra p en la figu-
ra 11.3. o

La naturaleza de una curva CO es afectada por el tamaiiQ n de la muestra y por el
namero de aceptaciébn c¢. Como ilustracibn, considérense los planes de muestreo
n=5,c=1n=100,c=2;y n=200,e=4. En la figura 11.4 se
muestran las curvas CO para estos planes. Notese que aunque el cociente c a n es
constante, las curvas CO son algo diferentes. De hecho, las curvas son mas sensibles
al tamafio de la muestra. Conforme n aumenta, la pendiente de la curva se torna mas
pronunciada. De esta forma, para tamafios grandes de la muestra, la probabilidad de
aceptacién disminuye muy rapidamente conforme el valor de p aumenta. Si el valor
de n es fijo, un aumento en el namero de aceptacion ¢ tendera a desplazar a la curva
hacia la derecha. Esto implica que para una p dada, la probabilidad de aceptacibdn es
alta conforme c aumenta. En consecuencia, puede pensarse que entre mas cercano a
cero se encuentre el valor de ¢, mejor es el plan de muestreo. Pero la figura 11.4 indi-
ca que los planes con valores grandes de ¢ son mejores siempre que el tamaifio de la
muestra sea, apreciablemente, grande.

TABLA 11.3 Probabilidades de aceptacion para el plan de muestreo n = 100, ¢ = 2

P 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

P(A) 09197 0.6767 0.4232 0.2381 0.1247 0.0620 0.0296 0.0138 0.0062
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pay, o
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FIGURA 11.3 Curva caracteristica de operacion para el plan de muestreo n = 100, ¢ =2

P(4)
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FIGURA 11.4 Curvas caracteristicas de operacion para los tres planes de muestreo
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.El desarrollo de buenos planes de muestreo incluye tanto al productor como al
comprador del lote. De manera normal el productor es el vendedor y el consumidor
el comprador. Un productor ciertamente desearia que el consumidor rechazara un
porcentaje muy pequeiio de los lotes vendidos y que son, en general, buenos; el con-
" sumidor desearia aceptar un porcentaje muy pequefio de los lotes que son malos. De
esta forma los dos experimentan cierto riesgo. Sup6ngase que ambos estan de acuer-
do en que un lote es aceptable si la proporcion de articulos defectuosos es p < p,, ¥
no aceptable si p = p,. Se dan las siguientes definiciones que implican riesgos.

Definicién 11.1 . El riesgo del productor « es la probabilidad de que el consumidor
rechace un lote cuya proporcion de articulos defectuosos no es mayor que p,.

Definicion 11.2 El riesgo del consumidor B es la probabilidad de aceptar un lote
cuya proporcion de articulos defectuosos es mayor o igual a p,.

Con base en estas definiciones, el riesgo del productor es la rrobabilidad del
error de tipo I, dado que éste representa la probabilidad de rechazar un lote acep-
.table. De manera similar, el riesgo del consumidor es la probabilidad del error de
tipo II, ya que éste representa la probabilidad de equivocarse al no rechazar un lote
inaceptable. En otras palabras, la situacion anterior es analoga a probar la hip6tesis
nula Hy: p = p, contra la alternativa H,: p = p,.
Los riesgos del productor y del consumidor pueden representarse por dos puntos
sobre una curva caracteristica de operacién, como se ilustra en la figura 11.5. En

P(A4)

Punto de riesgo para el productor
AQL = Py

1.0
11— a

Punto de riesgo para el consumidor
gl d4——— 22 LTPD = p,

FIGURA 11.5 Curva CO para los puntos de riesgo especificados para el productor y ¢l con-
sumidor .
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este contexto, p, recibe el nombre de nivel aceptable de calidad (NAC), y p, el de to-
lerancia de la proporcién de defectuosos en el lote (TPDL). La practica usual ha:sido
la de escoger la probabilidad de aceptaciébn P(A) = 1 — aen NAC cercano al punto
0.95 de la curva, y la’probabilidad de aceptacidon P(AY = B en TPDL cercano al
punto 0.10 sobre la curva. Entonces, el 95% de los lotes que provienen de un proce-
s0 cuya proporcion de articulos defectuosos se encuentra en NAC, o por encima de
éste, se aceptara, mientras que s6lo el 10% de los que provienen de un proceso cuya
proporcion de articulos defectuosos se encuentra en TPDL o mas, sera aceptada.

11.3.1 El desarrollo de planes de muestreo sencillos
para riesgos estipulados del productor y del consumidor

Se examinara un procedimiento para obtener planes de muestreo sencillos para valores

especificados de los riesgos del productor y del consumidor. La esencia del procedi-
miento esta en determinar el tamafio de la muestra n y el nimero de aceptacibn c,
dadas las probabilidades de aceptacion en el NAC y el TPDL. Por eiemplo, supon-
gase que se desea un plan sencillo de muestreo para el que la curva caracteristica de
operacion pasa a través de un riesgo del productor ¢ = 0.05 enun NAC de 0.01, y
de un riesgo del consumidor 8 = 0.1 en un TPDL de 0.05. De esta forma, las pro-
babilidades de aceptacion al NAC = 0.01 y TPDL = 0.05 son 0.95 y 0.1, respectiva-
mente.

Supodngase que las condiciones son tales, que la distribucion de Poisson propor-
cionara una aproximacion adecuada. Sea X la variable aleatoria que representa el
numero de articulos defectuosos en una muestra de tamaifio n. Entonces para el ries-
go del productor, se desea obtener n y ¢, tales que

¢

PA=PX<c)= D

x=0

Aexp(—A)

o =1~ a, (£1.12)

endonde A = np,. De manera similar, para el riesgo del consumidor, se desea ob-
tener n y c, tales que

¢

PA)=PX<c) =3 3‘——95%;& =
x=0 N

B, (11.13)
endonde ahora \ = np,. Dado que se conocen los valores de a, 8, p, ¥ p,, €l procesa-
miento se reduce a la solucion simultanea de (11.12) y (11.13) para n y c. No existe
ningiin método directo para resolver estas dos ecuaciones; en otras palabras, es vir-
tualmente imposible determinar un plan de muestreo cuya curva CO pasa en forma
exacta a través de dos puntos (p,. | ~ a)y (p,. B) debido a que los valores de n'y
c¢ deber: ser nimeros enteros. Lo que se hace en forma general, es obtener cuatro pla-
nes, dos de los cuales tendran el valor dado de « pero diferiran muy poco para el va-
lor de . mientras que los otros dos tendran el valor de 8 dado, pero diferiran muy
poco del valor de «.

Dados « = 0.05, B8 = 0.1, p, = 0.01, y p, = 0.05, el procedimiento es el
siguiente: sea Ay = np;y X, = np, y formese el cociente de A, a X,.Parael ejem-
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plo se-observa.que el valor de éste es 5. En forma ideal, lo que se busca es obtener
el valor de c cuando A,/\, es exactamente 5. Dado que no es probable tener este va-
lor de manera precisa, lo que se desea es determinar los dos valores de ¢ que se en-
cuentran relacionados'con el valor de 5. Los anterior puede lograrse si se inicia con

= 0yse mterpola, para encontrar valores A\, tales que P(A) = 1 — a,y para
)\2 tales que P(A) = B, mediante el empleo de la distribuciéon acumulativa de Pois-
son (tabla B del apéndice). Entonces se aumenta el valor de c, y se contintia el proce-
so hasta que se encuentren los valores de ¢ que estén relacionados con el cociente
deseado. Los tamafios correspondientes de las muestras se obtienen, primero, al fi-
jar la probabilidad de aceptacion del riesgo del productor dado, y después al hacer lo
mismo para el riesgo del consumidor, este procedimiento dar4 como resultado cua-
tro planes de muestreo diferentes.

Dado que P(A) = 0.95 yc = 0, se obtiene que A\, = 0.05. De manera similar,
para P(A) = 0.1y ¢ = 0, X\, tiene un valor de 2.30, y para el cociente A,/A;, = 46.
Ahora, para P(A) = 095y ¢ = I, A\, = 0.36,y para P(A) = 0.10, A, = 3.9.
De esta forma A,/\, = 10.83. El proceso continiia y se obtienen los resultados que
se muestran en la tabla 11.4. Los dos valores de ¢ que se relacionan con el cociente
ideal de.Sson2y3. '

Para obtener n, supdngase que se mantiene el riesgo del productor en « = 0.05.
Entonces parac = 2, np, = 0.82;perop, = 0.01yn = 82. Parael plann = 82

= 2, la probabilidad de aceptar a un nivel TPDL = 0.05 se obtiene mediante

= (82)(0.05) = 4.1. De cuerdo con lo anterior P(A) = P(X < 2) = 0.2238.

Si se fija el riesgo del consumidor en 8 = 0.1, entonces parac¢ = 2, np, = 5.32,
y n = 107. Como resultado se tiene que A, = (107)(0.01) = 1.07, y la probabili-
dad de aceptar en un NAC = 0.01 es P(A) = P(X < 2) =~ 0.91. Se pueden es-
tablecer los otros dos planes si se repite el proceso anterior con ¢ = 3. En la tabla
11.5 se resumen los cuatro planes; de éstos, el que parece tener la menor importancia
con respecto al riesgo especificado del consumidor es n = 82 y ¢ = 2. Los otros tres,
en especial los ultimos dos, se encuentran cercanos a los riesgos especificados, tanto
del productor como del consumidor. La decision final sobre cual adoptar se toma
con base en las circunstancias de la situacion,

11.3.2 Muestreo para aceptacion por variables

La mayoria de los planes de muestreo para aceptacion se llevan a cabo por caracte-
risticas, debido a dos razones fundamentales: la inspeccidbn por caracteristicas es

TABLA 114 Determinacion de los valores de ¢ que se encuentran relacionados con A,/A, = 3.

Numero de Valor de A\, = np, Valor de A

2 = NP
aceptacion ¢ para P(A) = 0.95 para P(A) = 0.1 A/ N
0 0.05 2.30 46.00
| 0.36 3.90 10.83
2 0.82 5.32 6.49
3 1.37 6.68 4.88
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TABLA 11. 5 Cuatro planes de muestro para a= 0.05, 8 = 0 1, NAC = 0.01, y TPDL =

005+ i
T P'robabilidad de aceptacién . Probabilidad de aceptacion
Plan de muestreo ©" para NAC = 0.01 para TPDL = 0.05°

n=82, ¢c=2 . 0.95 . 0.2238
n=107,¢ =2 0.91 0.10
n=137,¢=3 0.95 0.09
n=134,c =73 0.95 0.10

muy econdémica y muchas de las caracteristicas de calidad s6lo son observables como
atributos. Sin embargo, en algunos casos puede hacerse una medicion fisica de la ca-
lidad de un producto dado. Cuando la aceptacién se hace con base en mediciones
fisicas se dice que el muestreo se lleva a cabo por variables. Cuando éste es posible,
se convierte en el tipo de muestreo mas popular, ya que una medicion fisica es pro-
bable que proporcione mucho mas informaci6n util con respecto a la calidad de un
producto que la dada por caracteristica. Ademas, pueden obtenerse curvas CO méas
pronunciadas para el mismo tamaiio de la muestra. La inspeccién por variables en
general :es mas costosa que la inspeccién por caracteristicas, debido a que, principal-
mente, tiene que aplicarse el criterio de aceptacion por separado para cada medicion
de calidad cuando se muestrea por variables.

En el caso sencillo en el que la aceptacion de un lote se hace con base en las me-
dias de la muestra, se supone que la medicion de la calidad es una variable aleatoria
normalmente distribuida y con varianza conocida. Sean « el riesgo del productor y
. el promedio del lote para el que la probabilidad de aceptacibnes | — «. En for-
ma similar, sea 8 el riesgo del consumidor y s el promedio del lote para el cual la
probabilidad de aceptacion es 8. Es decir, si el lote tiene una media ., , se desea acep-
tar el lote con una probabilidad 1 — «, y si éste tiene una media pug (1, > pp) se
desea aceptar el lote con una probabilidad 8. Dados «, B, p,, ¥ ug, €l plan de
muestreo por variables es una muestra de tamafio n y un valor de aceptacion X, ta-

les que, cuando el valor observado de la media de la muestra X es mayor que %,, €l
lote sera aceptado.
Para obtener X, y n, considérese lo siguiente. Para el riesgo del productor
PX<3%)=a
o]
‘Y(l - "'d
P\Z < = a,
( a/\/n )
en donde
Lo " Ba (11.14)



. 11.3 Procedimientos del muestreo para aceptacion: 395

Para el riesgo del consumidor L ce e K
PE>%)=p
o . ' Co0 st L i e g1sd
) P(Z> ————E)
a/Vn
en donde
B8 g, (11.15)

of \/n

Las ecuaciones dadas por (11.14) y (11.15) dependen de las incognitas X, y n. Al re-
solver (1i.14) y (11.15) para X,, se tiene

g
X, = oz, + e (11.16
\/nza Iz )
y
X, = =21 5 + Hg. (11.17)

azv';

Al igualar (11.16) y (11.17) y resolver para n, se tiene

_ 2
= [———~"(Z"B Z")] (11.18)
HPa — Mg .

Cuando se emplea (11.18) para obtener el tamafio de la muestra, el valor de acepta-
cién X, se obtiene, ya sea de (11.16) o de (11.17).

Ejemplo 11.3 La compaiiia constructora de un gran edificio de oficinas se interesa
en la resistencia a la compresién del concreto que se empleara en la construccién del
edificio. El proceso a través del cual se fabrica el concreto con una resistencia pro-
medio de 350 kilogramos por centimetro cuadrado es bueno. El concreto adquirido
en este proceso debe aceptarse el 95% de las veces. Un proceso que ofrece una resis-
tencia promedio de 347 kilogramos por centimetro cuadrado no es efectivo, y al ser
adquirido sera rechazado el 9% de las veces. Si el fabricante de cemento asegura a
la compaiiia que la desviacion estandar de su proceso no es mayor de 5 kilogramos
por centimetro cuadrado, ¢cuantas muestras de concreto debe inspeccionar el
contratista con respecto a su resistencia, y cual debe ser el valor de aceptacion para
la media de la muestra bajo las condiciones dadas? Sup6ngase que la resistencia a la
compresion del concreto se encuentra normalmente distribuida.

Los riesgos del productor y del consumidor estan dados como « = 0.05 para
., = 350 y B = 0.10 para pz = 347, respectivamente. Para « = 0.05 Yy
1 — B = 0.9, los valores cuantiles normales estandarizados correspondientes son
Zoos = —1.645y zys = 1.282. Entonces, mediante el empleo de (11.18), el tama-
flo necesario de la muestra es §
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n P N

2 7
= 24.

_ [501.282 + 1.645)
350 - 347

Para el riesgo del productor (11.16) k‘ o . -

5 .
X, = ——=(—1.645) + 350 = 348.32,

/24
y para el del consumidor (11.17)

5

‘\/24

Para X, = 348.32, el plan de muestreo consiste en probar la resistencia de 24
muestras de concreto provenientes del proceso v aceptar el concreto siempre que la
resistencia promedio sea mayor de 348.32 kilogramos por centimetro cuadrado.

(1.282) + 347 = 348.31.

=l

11.3.3 Sistemas de planes de muestreo

Desde la Segunda Guerra Mundial, los planes de muestreo para aceptacion se han
convertido en procedimientos estandar para asegurar la calidad de los productos
manufacturados y con este proposito se ha desarrollado una gran variedad de siste-
mas de planes de muestreo para aceptacion. Tres de los sistemas mas empleados son
MIL-STD-105D*, MIL-STD-414, y el Dodge-Romig Sampling Inspection Tables.
En las referencias [4], [5] y [1] se encuentra informacion detallada de estos sistemas.
Los primeros dos fueron desarrollados por el Departamento de la Defensa y se apli-
can bajo un procedimiento de inspeccion no verificable. MIL-STD-105D contiene
planes para el muestreo por caracteristicas y M1L- STD-414 para el muestreo por va-
riables. Los planes de muestreo Dodge-Romig se basan en un programa de inspec-
cion con verificacion; éstos suponen un porcentaje de unidades defectuosas del proce-
so conocido, y los planes de muestreo sencillos se encuentran indexados por TPDL
para riesgo del consumidor de 0.10. Estos tres sisternas se encuentran descritos en {3].

Referencias

1. H. F. Dodge and H. G. Romig. Sampling inspection tables — Single and double
sampling, 2nd ed. Wiley, New York. 1959,

2. A. ). Duncan, Quality control and industrial statistics. 4th ed.. Richard D. Irwin,
Homewood. ll.. 1974,

3. E. L. Grant and R. S. Leavenworth, Statistical quality control, 4th ed., McGraw-Hill.,
New York. 1972,

4. Military standard 105D, Sampling procedures and tables for inspection by attributes.
Superintendent of Documents, Government Printing Office. Washington. D.C.. 1963.

* Fuera de Estados Unidos el sistema se conoce como ABC-STD-105D.
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5. Military standard 414, Sampling procedures and tables for inspection by variables for
percent defective, Superintendent of Documents, Government Printing Office, Wash-
ington, D.C., 1957.

Ejercicios .

11.1. El consejo estatal formado para controlar la calidad del agua selecciona cada semana

11.2.

11.3.

11.4.

cinco muestras de agua de una fuente de abastecimiento y determina la concentracién
promedio de una sustancia toxica. Los siguientes datos son las cantidades promedio en
partes por millbn durante 12 semanas.

Semana I 1 2 3 4 5 6 7 8 9 12 B P

Media
delamuestm]s'? 49 55 54 48 46 55 47 51 45 58 56

a) Si los valores de la concentracibn promedio y de la desviacion estandar son 5 y 0.5

ppm, respectivamente, obténganse los limites de control 3¢ para la conceniracion
" .promedio. Para este periodo, ;existi0 alguna razon para alarmarse?

b) Si se considera como peligrosa una concentracién de 6 ppm, jque tan probable es
tener un resultado como el anterior, con base en cinco muestras de agua, si la con-
centracion real promedio es de § ppm?

¢) Mediante el uso de los limites de control de la parte a, ;cual es la probabilidad de
detectar un desplazamiento en el valor de la concentraciébn media de 5 ppm a 5.25

. ppm?

Mediante el empleo de la informacién proporcionada en el ejercicio 11.1, obténganse
los limites de control 3¢ para la desviacibn estandar de la muestra.

Los siguientes datos son las tensiones de ruptura promedio de seis muestras de metal
tomadas en forma periddica:

Muestra ; 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Media

de la muestra 1498.6 508.3 484.6 505.7 491.7 495.4 482.6 515.2 510.8 503.7

Se sabe que los valores de la tension de ruptura promedio y de la desviacion estandar
son 500 y 20 libras, respectivamente.

a) Obténganse los limites de control 3o para la tensiébn de ruptura media de la muestra y
hagase una grafica de la tabla de control. ;Existe alguna media muestral que se en-
cuentre fuera de los limites de control?

b) Obténgase la probabilidad de no detectar un corrimiento en el valor real de la ten-
sibn de ruptura promedio de 500 a 494 libras.

¢) Obténganse los limites de control 3¢ para la desviaciébn estandar muestral.

Los datos que se encuentran en la tabla 11.6 consisten en 20 muestras, cada una con

cuatro observaciones, de los diametros de cojinetes producidos por un proceso de ma-

nufactura. B

a) Constriyanse los limites tentativos 3¢ para las tablas de control X y S.

b) Si se detecta que el proceso no se encuentra bajo control, con base en alguna
muestra, recalciilense los limites tentativos. -
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11.5.

11.6.

11.7.

TABLA 11.6 Datos de la muestra para el ejercicio 11.4

Numero de

la muestra Valores de la muestra (en eentfmetros)
1 4.01 4.03 3.98 4.04
2 3.97 3.9 3.99 4.02
3 4.06 4.05 3.97 4.02
4 3.96 3.98 4.07 " 4.03
S 3.98 3.99 3.99 4.00
6 4.01 4.02 3.96 3.99
7 3.95 3.98 4.02 4.03
8 4.03 4.00 3.96 4.04
9 4,07 3.9 3.98 4.05
10 3.98 3.97 4.02 4.04
It 3.92 4.03 4.05 3.99
12 3.97 4.05 4.04 4.01
13 4.04 4.04 3.9 3.99
14 4.03 4.00 4.02 4.05
15 3.95 3.96 3.95 4.02
16 4.05 4,09 4.07 4.02
17 3.98 4.06 4.04 4.03
18 4.01 4.02 4.00 3.97
19 4.02 4.01 4.05 3.99
20 3.99 3.99 4.01 4.00

Las tablas de control X y S de un proceso de llenado de recipientes se conservan por
algiin tiempo. Con base en 25_ muestras periddicas, cada una con cinco recipientes, se
obtiene que X = 400.2gy § = 15.3 g.

a) Si se supone que el proceso de llenado se encuentra bajo control ;jcuales son los
limites de control de la media y la desviacion estandar muestral?
b) Obténgase un estimado de la desviacion estandar del proceso.

En el ejercicio 11.5, supOngase que cada muestra contenia seis recipientes. ;Como
puede afectar este cambio a las respuestas de las partes a y b?

En un proceso de manufactura, cada dia se seleccionan al azar 100 unidades y se envian
para su inspeccion. Los siguientes datos son el nimero de unidades defectuosas en la
muestra durante 25 dias.

Dia 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Il 12 13
Numero de
unidades 2 ] 4 3 2 2 5 3 4 2 1 5 2
defectuosas
Dia 14 15 l6 17 18 19 20 21 2 23 24 25
Numero de
unidades | 3 2 | ¢ 6 4 S5 2 1 8 3 2
defectuosas

a) Con base en esta informacién, obténgase una tabla p.
b) Revisense los limites de control si algin dia el proceso se juzgd como fuera de
control.
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¢) Sise supone que el proceso se encuentra bajo control con un porcentaje de unidades
defectuosas, igual al obtenido en la parte b, ;cual es la probabilidad de que, en un
dia determinado el proceso se considere como fuera de control?

. Se sup(;ne queel porcentaje de unidades defectuosas para un proceso de manufactura

es de 4%. El proceso se vigila diariamente mediante la toma de muestras de n = 80

- unidades. Este se detiene cada vez que se encuentran cinco 0 mas unidades defectuosas

11.9.

11.10.
11.11.
11.12,

11.13.
11.14.

11.15.

11.16.

11.17.

en la muestra. Si el verdadero porcentaje de unidades defectuosas es de 5.5%, ¢cuél es
la probabilidad de detener el proceso?

Supbngase que la calidad de un lote muy grande es de s6lo 5% de unidades defec-
tuosas. Un plan de muestreo para aceptacion requiere una muestra de 40 unidades y un

numero de aceptacion igual a 2 unidades.

a) {Cual es la probabilidad de que el lote sea aceptado?
b) Si la calidad real del lote es de 6.25% de unidades defectuosas, ¢cual es la probabili-
cad z.que el lote sea aceptado?

Para el ejercicio 11.9, supOngase que el tamaflo de la muestra es de n = 80 unidades y
el nimero de aceptacion es igual a cuatro unidades. ;Como afectaran estos cambios a
las respuestas de las partes ¢ y b?

La calidad de un lote de N = 20 unidades es del 10% defectuosas. Si se toma una
muestra aleatoria de cinco unidades y no se encuentra ninguna defectuosa se aceptara
el lote. ;Cual es la probabilidad de aceptar el lote?

Hagase una grafica de las curvas caracteristicas de operacion para los planes de
muestreo # = 25, ¢ = lyn = 50, ¢ = 2. Comparense las curvas caracteristicas de ope-
racion,

Para el plan de muestreo n = 25, ¢ = 1, empléese la curva CO para obtener el TPDL
para un riesgo del consumidor de 0.05.

Para el plan de muestreo n = 50, ¢ = 2, empléese la curva CO para obtener el NAC
para un riesgo del productor de 0.05.

Obténganse los cuatro planes de muestreo que relacionaran los riesgos del productor y
del consumidor de « = 0.05 para NAC = 0.02y 8 = 0.1 para TPDL = 0.08, res-
pectivamente.

Obténganse los cuatro planes de muestreo que relacionaran los riesgos del productor y
del consumidor de « = 0.10 para NAC = 0.01 y 8 = 0.1 para TPDL = 0.05.

En muchas ocasiones se emplea un plan de muestreo doble para el muestreo de acepta-
cion; este plan requiere una muestra aleatoria de n, unidades de un lote de N unidades.
Si el namero de unidades defectuosas no es mayor que c,, el lote se acepta; si se
encuentra una cantidad de unidades defectuosas ¢, > ¢, el lote se rechaza. Si el nime-
ro de unidades defectuosas en la primera muestra es mayor que ¢,, pero menor que ¢,
se toma otra muestra aleatoria de tamafio #,. El lote se acepto si el namero de unida-
des defectuosas en ambas muestras no es mayor que c,; de otra forma el lote se recha-
za. Mediante el empleo de este procedimiento determinense las siguientes probabilidades
para el doble plan de muestreo N = 5000,n, = 50, n, = 80. ¢, = 0, ¢; = 3si la cali-
dad del lote es de 2% de unidades defectuosas.

a) La probabilidad de aceptar el lote con base en la primera muestra.

o o e AR A B
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11.18.

11.19.

b) La probabilidad de rechazar el lote con base en la primera muestra.
¢) La probabilidad de aceptar el lote después de tomar la segunda muestra,
d) La probabilidad de rechazar el lote después de tomar la segunda muestra.

Una agencia estatal se encarga de vigilar el nivel de concentracion de cierto contami-
nante quimico, el cual ha sido derramado en grandes cantidades en uno de los rios mas
grandes del estado. La agencia debe decidir en forma periddica cuando el nivel de con-
centracibn se encuentra entre limites seguros para permitir la pesca con fines comer-
ciales. La agencia desea obtener un plan de muestreo por variables de tal manera que
cuando el nivel de concentraciébn promedio real sea de 5.6 ppm decidira el 95% de las
veces que la pesca continie. Pero desea prohibir la pesca el 99% de las veces que se ob-
serve una concentraciéon hasta de 6.0 ppm. Si la desviaciéon estandar no es mayor de
una parte por millon, determinese el plan de muestreo. Sup6ngase que la concentra-
cion de este contaminante se encuentra normalmente distribuida.

Un comprador de grandes cantidades de hilo desea desarrollar un plan de muestreo por
vanables para la tension de ruptura del hilo. El hilo sera aceptado por el comprador si
su tension de ruptura es mayor de 60 libras. Si se sabe que la desviacion estandar del
hilo es de 8 libras y dados « = 0.05, 8 = 0.05, NAC = 0.05y TPDL = 0.1, obténga-
se ¢l plan de muestreo. Supongase que la tension del hilo se encuentra normalmente
distribuida.




CAPITULO DOCE

Dlseno y analisis

~

de experlmentos estadlstlcos

12.1 Introduccién

En las secciones 9.6.3.y 9.6.4 se introdujeron algunas ideas basicas con respecto a la
planeacion y adquisicién de datos experimentales, con el propdsito de alcanzar el
maximo beneficio de la aplicacion de la inferencia estadistica. En este capitulo se es-
tudiara la nocion de experimentos disefiados estadisticamente y se extenderan algu-
nos de los métodos del capitulo 9 mediante la introduccién de una técnica estadistica
impdrtante conocida como analisis de varianza.

12.2 Experimentos estadisticos

Para cualquier fenémeno en el que existe la incertidumbre, el procedimiento apro-
piado para investigarlo es experimentar con él, de manera que puedan identificarse
las caracteristicas de interés. Por ejemplo, supdngase que se desea identificar el com-
portamiento 6ptimo de un sistema con respecto a su funcionamiento y costo en dis-
tintas condiciones; entonces debe pensarse en un experimento como medio para que
el sistema sea observado bajo las condiciones de interés, de tal manera que su com-
portamiento pueda conocerse.

El elemento mas importante de un experimento, y que muchas veces se subestima, €s
la formulacion del problema por resolver. No puede esperarse una oportunidad
de éxito razonable sin alguna direccidn con respecto al propoésito del experimento.
Una vez que éste se define, es necesario identificar la variable por medir o respuesta
que se va a estudiar y el factor o factores potenciales que pueden influenciar la va-
riabilidad de la respuesta. La respuesta también se conoce como variable dependien-
te; el factor recibe el nombre de variable independiente; se supone que este altimo se
encuentra bajo el control del investigador. Por ejemplo, en una tienda el interés re-
cae en el nimero de empleados disponible, de manera que el tiempo de espera del
cliente no sea excesivo. En este caso, la respuesta es el tiempo de espera y el factor el
namero de empleados disponible.

2R



402 Disero y andlisis de experimentos estadisticos

Un nivel o tratamiento del factor es un valor o condicién de &ste bajo el cual se

e observara la respuesta medible. Por ejemplo, supongase que se desea observar el
N tiempo de espera cuando la tienda tiene a su servicio dos, cuatro o seis empleados a
,;,('7 la vez. Si un experimento consiste en varios factores, un tratamiento es una combi-
B nacion de los niveles de cada factor; por ejemplo, si se desea estudiar el tiempo de es-
g pera como una funcion del nimero de empleados en un determinado momento del
: dia, entonces un tratamiento es la combinacion de un nimero particular de emplea-
c dos en un momento dado del dia. El proceso por medio del cual se seleccionan los
tratamientos se encuentra dictado mas o menos por las metas del experimento. Para
experimentos preliminares, en los cuales el proposito primordial es aislar los princi-
pales factores, el investigador debe escoger mentalmente los tratamientos con una
vision muy amplia, de manera que obtenga un conocimiento ttil del mecanismo bajo
: estudio. En forma posterior, se puede conducir un experimento mas preciso con el
o propdsito de hacer hallazgos mas especificos.

Una unidad experimental se define como el objeto (persona o ccsa) Jue es capaz
de producir una medicion de la variable de resruesta después de aplicar un tratamien-
to dado. La seleccion de una unidad experimental o del tamafio de ésta descansa, de
nuevo, enteramente en el experimentador. Por ejemplo, si un fabricante de focos de-
. sea comparar la duracion de éstos con la de sus competidores, entonces los focos selec-
i cionados son las unidades experimentales y el nimero de marcas diferentes los trata-
mientos. O si se tiene interés en determinar la concentracioén de un contaminante en
‘un lago en funcion de la ubicacion geografica, entonces las localidades del lago que
se seleccionan para medir la concentracion del contaminante son los tratamientos y
la pequefia area superficial de cada localidad, la unidad experimental.

En un ambiente de incertidumbre los experimentos son, en forma general, com-
parativos en el sentido de que, idealmente, miden y comparan las respuestas de uni-
dades experimentales esencialmente idénticas, después de que éstas se exponen a los
P tratamientos seleccionados y aplicados por el investigador. Todos los factores exter-
] nos que pueden influenciar la respuesta deben eliminarse o controlarse. Sin embargo,
no siempre puede garantizarse el control de los factores externos; por ejemplo, en
i forma practica, casi cualquier experimento que incluye alguna actividad financiera
| guardara alguna interrelacién con las condiciones econdmicas prevalecientes que no
pueden controlarse. Tal desviacion del control experimental ideal necesita de la repe-
; ticion del experimento en una muestra de unidades experimentales para determinar
7! la variacion aleatoria o error experimental. Esta es la variacion extrafia en la res-
it puesta o la variacion que no puede ser atribuible a un cambio de tratamiento. Por lo
{ tanto, es posible la inferencia estadistica al comparar el error experimental con las
respuestas promedio que resultan de la aplicacion de los diferentes tratamientos.

En algunas ciencias pueden llevarse a cabo experimentos de laboratorio ideales,
pero en las ciencias socioeconomicas, las desviaciones de las condiciones experimenta-
les ideales tienen un lugar comin debido a que el medio no permite un control sufi-
ciente. Por ejemplo, puede ser interesante estudiar el efecto de un aumento en las tasas
de interés (tramiento) en la actividad de construccién de casas (respuesta) por parte de
los constructores (unidades experimentales). Los tratamientos no pueden aplicarse a
las unidades experimentales, ni la respuesta puede medirse de acuerdo con un experi-
mento planeado. S6lo puede registrarse la informacién conforme cambian las condi-
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ciones en el mundo real. Aunque para un purista lo anterior no constituye un experi-
mento, estos tipos de estudios merecen una considerable atencién. Para el analisis de

~ estos datos es mas apropiado el empleo de los métodos de regresion que los que se es-
tudiaréan en este capitulo. En los capitulos 13 y 14 se examinara el anélisis de regresion.

AN

"12\.3 Diseitos estadisticos

El proceso por medio del cual se miden las observaciones de la respuesta se centra en
un disefio estadistico. En general, en los experimentos disefiados estadisticamente, las
unidades experimentales deben seleccionarse en forma imparcial, asi como los trata-
mientos asignados a éstas, mediante un proceso aleatorio, con el prop6sito de remo-
ver los posibles sesgos sistematicos. Como ya se indicé en el capitulo 9, el proceso
aleatorio no solo protege contra el sesgo sistematico, sino también tiende a neutrali-
zar los efectos de tedos aquellos factores externos que no se encuentren bajo el
control del investigador. Entonces las comparaciones entre los tratamientos se mi-
den, en forma practica, como si el efecto en la respuesta se debiera s6lo a la diferen-

. cia entre los tratamientos.

En un experimento disefiado estadisticamente es de igual importancia el concep-
to de repeticion. Como ya se ha notado con anterioridad, el proposito de la repeti-
cion es medir el error experimental. La magnitud de éste juega un papel muy impor-
tante en la toma de decisiones con respecto a la posibilidad de que las diferencias
entre los tratamientos sean discernibles en forma estadistica.

En el disefio de experimentos estadisticos, el interés primario recae en cOmo asig-

nar las unidades experimentales a los tratamientos (0 viceversa), para asegurar un

proceso imparcial. En este contexto surgen dos conceptos basicos: el proceso de
asignacion debe hacerse con base en un diseflo completamente aleatorio, o en un di-
sefio en blogue completamente aleatorio. Cualquiera de estos dos disefios puede
emplearse en experimentos unifactoriales o en aquéllos en los que se desea investigar
varios factores en forma simultanea. Con un disefto complementario aleatorio, la
asignacion de los tratamientos a cada unidad experimental se lleva a cabo en forma
totalmente aleatoria y todas las unidades se suponen homogéneas. En forma gene-
ral, se hace uso de un procedimiento aleatorio sencillo como la generacion de nime-
ros aleatorios para llevar a cabo el proceso de asignacion. El uso de un disefio
completamente aleatorio implica que las condiciones bajo las cuales sera observada
la respuesta (u otras que se encuentren bajo el control del investigador) seran las mis-
mas a través de todo el experimento. Este tipo de disefio no debe usarse en aquellas
situaciones en las que las observaciones se realizaran sobre factores potenciales
como el tiempo, el espacio o efectos demograficos, a menos que éstos sean partes
legitimas del experimento.

No obstante, muchas veces el investigador se da cuenta de que el experimento no
se puede conducir en el mismo ambiente, debido, principalmente, a que no todas las
unidades experimentales son homogeéneas; por lo tanto, éstas se clasifican en blogues
homogéneos y se asignan todos los tratamientos en forma aleatoria a las unidades de
cada bloque, con lo que se crea lo que se conoce como un disefio en bloques completamen-
te aleatorio. La palabra *“completamente” indica que cada bloque contiene todos los
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tratamientos, mientras que la palabra ‘‘aleatorio’’ significa que todos los tratamientos
seran asignados, en forma aleatoria, a las unidades experimentales de cada bloque.

El investigador reconoce la necesidad de agrupar en bloques, mediante Ia identifi-
cacion de los elementos potenciales de las unidades experimentales que no se han
incluido en la definicion de un tratamiento, pero que pueden causar una variacion
significativa en la respuesta. Muchas veces éstos guardan relaciéon con efectos espa-
ciales, temporales 0 demograficos. Por ejemplo, si las unidades experimentales son
seres humanos, entonces el agrupamiento por bloques debera hacerse tomando en
cuenta sexo, edad, condiciones de salud, experiencia, etc., como lo dicta el experi-
mento. Si éste se va a realizar en un lapso grande debera considerarse como una
variable para el agrupamiento por bloques. Si los datos experimentales se van a reco-
lectar, ya sea en distintas localidades o en grupos, entonces éstos deberan conside-
rarse como variables en bloque. Si se van a usar varios instrumentos para registrar
los datos, se debera considerar un agrupamiento de instrumentos por bloques, aun si
éstos son del mismo modeln y con mayor razén si provienen de distintos fabricantes.

Por lo tanto, la necesidad de agrupar en bloques es evidente; entre mas heterogé-
neas son las unidades experimentales, mayor es el error experimental y menor la
oportunidad de detectar diferencias reales entre los diversos tratamientos. La razén
de agrupar en bloques es tomar en cuenta, y de esta forma remover, la fuente de va-
riacion en la respuesta que no es de interés, con lo que se incrementa la sensitividad
para detectar diferencias entre los tratamientos. Asi, el principio general de un dise-
fio estadistico radica en minimizar el error experimental mediante el control de las
variaciones extrafias, de manera que pueda detectarse la variacion sistematica en la
respuesta.

12.4 Analisis de experimentos unifactoriales en un diseiio
completamente aleatorio

El tipo de experimento mas sencillo es aquél que compara el efecto de k = 2niveles de
un solo factor sobre alguna variable de respuesta. Los niveles del factor son los tra-
tamientos, y si éstos se aplican en forma aleatoria a un conjunto virtualmente homo-
géneo de unidades experimentales, el experimento tiene un disefio completamente
aleatorio. Esta situacion es una extension natural del problema que surge cuando se
comparan dos medias poblacionales en donde las variantes son desconocidas pero
que se suponen iguales. La prueba ¢ para dos muestras, la cual se estudié en el capi-
tulo 9, se basa en un disefio completamente aleatorio.
Para k = 2 niveles, se desea probar la hipétesis nula

Hoypy = po= =y (2.1

contra la alternativa de que algunas de las medias de la poblacién no son las mismas.
Si es posible rechazar la hipotesis nula con base en & muestras independientes, en-
tonces las medias de las k poblaciones no son todas iguales entre si, o el efecto de los
tratamientos sobre la respuesta es estadisticamente discernible. Si no puede recha-
zarse la hipétesis nula, cualquier desviacion observada en la respuesta se debe so6lo al
error aleatorio y no a causa de un cambio en el tratamiento.
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Se pueden manejar muchos problemas practicos con un experimento unifactorial
completamente aleatorio. Unos cuantos ejemplos son los siguientes: saber si tienen
algiin efecto sobre el consumo de energia ligeras diferencias en el aislamiento de los
techos de las casas; si la media del llenado producido por maquinas en un proceso de
llenado es la misma, o si los vendedores que reciben diferentes métodos de entrena-
miento, incrementan su volumen de ventas en forma (liferente. En estos casos, los
tratamientos son el aislamiento de los techos, las diferentes maquinas y los diversos
métodos de entrenamiento; las unidades experimentales son las causas selecciona-
das, los recipientes llenos y los vendedores, respectivamente. En el primer caso los
tratamientos son cuantitativos, ya que los distingue una escala bien definida (R). En
los Gltimos dos casos los tratamientos son cualitativos, dado que representan cosas o
sujetos diferentes y por lo tanto carecen de escalas numeéricas.

La necesidad de tener unidades experimentales homogéneas esencialmente puede
ilustrarse con el primer ejemplo. Si se seleccionan casas para el experimento que no
sean del mismo tamafo; en ese casu n. se tiene el mismo aislamiento en los techos y
se tienen dist‘ntas calidadescon respecto al clima, si éstas se localizan en distintas zo-
nas geograficas; de esta forma las diferencias en el consumo de energia no se pueden
atribuir solo al aislamiento del techo. Asi, para un disefio completamente aleatorio los
resultados seran ambiguos, a menos que las unidades experimentales sean virtual-
mente homogeéneas. .

La técnica del andlisis de varianza proporciona el procedimiento inferencial para
probar la hipoétesis nula dada por (12.1). Para desarrollar esta técnica, se analizara
el problema del aislamiento. Supongase que se tiene interés en k diferentes niveles
de aislamiento en el techo, tales que para el j-ésimo nivel se observara el consumo de
energia mensual del sistema de calentamiento en »; casas diferentes pero muy simila-
res. Las casas que se seleccionan para este experimento son homogéneas y los factores
externos estan controlados dentro de ciertos limites practicos. La informacion de la
muestra puede colocarse como se presenta en la tabla 12.1, donde la respuesta medible
es el nimero de kilowats-hora mensuales utilizados por el sistema de calentamiento
de cada casa.

TABLA 12.1 Arreglo comin de los datos de la muestra de un experimento con solo un factor
completamente aleatorizado

Tratamientos
| 2 s j . k
Yu Y Yy, Y1
Y Y Y, Yau
Y,r Y:: Yij YIL
Yn il yn 22 yn 1 y" th

PN




406 Diseflo y andlisis de experimentos estadisticos

Se supone que cada nivel de aislamiento térmico en los techos representa una
poblacion a partir de la cual se obtiene una muestra; también, que las distribuciones
de las poblaciones para cada nivel de aislamiento son normales con varianzas
iguales. De acuerdo con lo anterior, las columnas de la-tabla 12.1 representan k
muestras aleatorias independientes de tamafios n;, j = 1, 2, ..., k. Si la hipbtesis nula
dada por (12.1) es cierta, la observacion Y;; es el uso promedio de energia de los siste-
mas de calentamiento para todos los k niveles de aislamiento térmico y cualquier
desviacion del promedio se debe a un error aleatorio. Si H, es falsa, entonces Y;; esta
constituida por todos los promedios, mas el efecto del j-ésimo tratamiento y el error
aleatorio. El promedio matematico para un experimento unifactorial completa-
mente aleatorio es

Yo=p+r+e; j=12..k (12.2)
i= l, 2, vouy "jv

en donde Y;; es la i-ésima observacion del j-ésimo tratamiento, p es la media sobre to-
das las k& poblaciones, 7; es el efecto sobre la respuesta debido al j-ésimo tratamiento, y
* es el error experimental para la i-ésima observacion bajo el j-ésimo tratamiento.
Se supone que los errores son independientes y que se encuentran normalmente
distribuidos con medias cero y varianzas iguales. En otras palabras, ¢; ~ N(0, a?)
para toda i y j. La suposicion sobre los 7;7 depende de como considere el investigador
los niveles del factor. Si el investigador esta interesado en lo que le pasa a la respues-
ta, s6lo para ciertos niveles del factor que se seleccionan de antemano, entonces
Ty, T2, ..., Tx S€ consideran como parametros fijos tales, que

k
E nT; =
j=1

Por lo tanto, el modelo dado por (12.2) se conoce como modelo de efectos fijos y las
inferencias estadisticas con respecto a los efectos de los tratamientos pertenecen en
forma exclusiva, a los niveles seleccionados.

" Por otro lado, si los niveles empleados en el experimento se seleccionaron al
azar, de una poblacion de posibles niveles, entonces 7, 75, ..., 7, son variables
aleatorias independientes que 7; ~ N(0, o?) para toda j. En este caso, el modelo
dado por (12.2) se conoce como modelo de efectos aleatorios, y las inferencias
estadisticas con respecto a los niveles de un factor pertenecen a la poblacion de niveles.

En general, para factores cuantitativos es deseable escoger niveles fijos del inter-
valo de interés, debido a que no es probable que una seleccion aleatoria proporcione
una amplia cobertura de éste. La interpolacion de los niveles fijos previamente selec-
cionados también es una practica muy segura para factores cuantitativos. Cuando
los factores son cualitativos como seres humanos, localidades o grupos, su seleccion
s6lo es importante cuando puede revelar algo con respecto a la variabilidad de la
poblacion.

*En lugar de emplear una letra mayuscula para las variables aleatorias ¢, se seguira la tradicién de utili-
zar la letra griega minuscula épsilon.
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Para un modelo de efectos fijos, una hip6tesis nula equivalente a (12.2) es
Hy: 7, =0, paratodaj. (12.3)

La hipétesis nula (12.3) establece que no existe ningiin efecto de los tratamientos
sobre la respuesta, lo que a su vez implica que las k medias de la poblacion son
iguales entre si. Entonces se tiene como resultado que cada observacion consiste en
una media comin y cualquier desviacion con respecto a ésta se debe a la variacion
inherente dentro de cada poblacion.

Para un modelo de efectos aleatorios, la hipotesis nula consiste en la proposicion
de que la varianza entre los 7; (o los efectos del tratamiento) es cero; es decir,

Hy: 02 =0. (12.4)
Asi, al suponer independencia entre los errores y tratamientos aleatorios,
Var(Y,;) = ¢’ + a?.

Para el modelo de efectos aleatorios, el interés recae en hacer una evaluacion de
cuanto de la varianza en las observaciones se debe a diferencias reales en las medias _
de los tratamientos y cuanto se debe a'erroreé aleatorios con respecto a estas medias.

En este capitulo el principal interés se centra en el modelo de efectos fijos, pero
se incluira el caso de efectos aleatorios cuando sea necesario. El punto de vista
empleado para desarrollar la técnica del analisis de varianza sera, en gran parte, in-
tuitivo. Para un tratamiento tedrico de la materia, véase [6].

12.4.1 Analisis de varianza para un modelo de efectos fijos

Sean ., s, ---, i las medias de las k poblaciones, y sea u la media de todas las
poblaciones. Se define el efecto 7; del j-ésimo tratamiento como la desviacion de la
J-ésima poblacion media p,; respecto a la media global w. De esta forma,

T]:#’]_#” j=1,2,....k-

En el mismo sentido, el error aleatorio correspondiente ¢;; de la observacion ¥;;es la
desviacion de Y;; con respecto de la j-ésima media u; o

g, = Y..—p,j, j= 1,2,...,/(,

ij
i=1,2,...n.
De acuerdo con lo anterior, el modelo dado por (12.2) puede escribirse de la siguien-

te manera

Yij=n+t (wj — ) + (Y — ),

Yy —un= (nj — ) + (Y, — ). (12.5)
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La igualdad dada por (12.5) establece, en forma explicita, que cualquier des-
viacion de una observaciéon con respecto a la media global se debe a dos posibles
causas: a la diferencia en el tratamiento o a un error aleatorio. Si se rechaza la hip6-
tesis nula dada por (12.3), los datos de la muestra deben demostrar que la desviacién
total que se debe a la diferencia en el tratamiento es, suficientemente, mas grande
que la desviacion causada por el error aleatorio. De esta forma, la técnica del anali-
sis de varianza es en realidad un anlisis de la variacion de las medias y éste se logra
mediante la participacion de la variacion total en las observaciones en componentes
especificados por el modelo matematico. Esto permite determinar una estadistica
apropiada de tal manera que pueda tomarse una decision con respecto a la hipOtesis
Hy:7,=0

Los parametros u, &,, ..., i ¥ 4 N0 son conocidos, pero pueden estimarse con
base en las observaciones de las k muestras aleatorias. Para la informacion de la
muestra dada en la tabla 12.1 se define lo siguiente:

3

k
N=n,

Y. =T./N.

De nuevo, se emplea la notacion de punto para indicar que la suma se lleva a cabo
sobre el correspondiente subindice. En particular, T es la suma de las n; observa-
ciones en el j-ésimo tratamiento, Y es la media de la muestra del j-ésimo tratamien-
to, 7. esla suma de todas las N observacmnes y Y. es la media de la muestra de to-
das las observaciongs.

Al sustituir las estadisticas 7.,» y Y. en (12.5) para los parametros u; y ., respec-
tivamente, se obtiene la correspondiente igualdad en la muestra

Y, -~ Y. =(Y;,~Y)+ (Y, - Y, (12.6)

La esencia de la identidad de la muestra (12.6) es la division de la desviacion de una ob-
servacion Y;; del promedio de la muestra total Y en dos componentes la desviacion
de la media de la muestra del tratamiento 7 de Y.,y ladesviacion de Y;; de su pro-
pia media de tratamiento Y. De acuerdo con lo anterior, , puede argumentarse en
forma logica que entre mayor sea la desviacion entre Y y Y... se tiene mas inclina-
cion a rechazar la hipoétesis nula dada por (12.3).

Para determinar una estadistica de prueba apropiada, supongase que se toma
el cuadrado de ambos miembros de (12.6) y se suman sobre todos los i y j. De esta
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forma,

+23 2 (¥, - V), - Y. (12.7)

Pero

3

j=1i=1 j=1 =1
k nj _
= 2 (Y, - Y) [2 Y; nJYJ:‘
j=1 i=1
=0,

dadO \que 2:';] YU = Tj = an'j'
Como resultado se tiene que la ecuacion

nj

k . k  n; k nj
22—V =23 -TP+ XX -T)y (29
j=1li=1 j=ti=1 j=li=1

i=
establece que la suma total de los cuadrados de las desviaciones con respecto a la media
global se descompone en la suma de los cuadrados de las desviaciones de las me-
dias de los tratamientos en relacion con la media global, y la suma de los cuadrados
de las desviaciones de las observaciones con respecto a sus propias medias de trata-
miento. La expresion (12.8) se conoce como la ecuacion fundamental del analisis de
varianza. El término en el lado izquierdo de (12.8) es la suma total de cuadrados y se
denota por STC. El téermino en medio de (12.8) es la suma de los cuadrados de los
tratamientos y se denota por SCTR. El ultimo término es la suma de los cuadrados
de los errores, denotada por SCE. Por lo tanto,

STC = SCTR + SCE (12.9

SCFE mide la cantidad de variacion en las observaciones debida a un error alea-
torio. Si todas las observaciones que se encuentran dentro de un mismo tratamiento
son las mismas, y si este hecho es cierto para todos los k tratamientos, entonces SCE
= 0. De acuerdo con lo anterior, entre mas grande es SCE, mayor es la variacion en
las observaciones que puede atribuirse a un error aleatorio. SCTR mide la extension
de la variacion, en las observaciones, que se debe a las diferencias entre los tratamien-
tos. Si todas las medias de los tratamientos son iguales entre si, entonces SCTR = 0.
De esta forma, entre mas grande es el valor de SCTR, mayor es la diferencia que .
existe entre las medias de los tratamientos y la media global. ; i

Puede demostrarse que bajo la hipotesis nula H,: 7, = 0y la suposicion de que
&, ~ N0, ¢°),SCTR/o" y SCE/o" son dos variables aleatorias independientes con ,
una distribucion chi-cuadrada. Los grados de libertad se obtienen al separar 1a suma
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*total de cuadros. STC tiene N - 1 grados de libertad debido a que se pierde un grado
de libertad al ser necesario que la suma de las desviaciones (Y;; —Y.) paratodaky;j
sea cero. La suma de los cuadrados de los tratamientos tiene k — 1 grados de libertad
debido a que se impone la restriccion =5_, n; (Y; — ¥.) = 0 para las k desviaciones
(Y, — Y.). Esta restriccion surge del hecho de que S5, n;7; = 0. Entonces, con
base en (12.9), el namero de grados de libertad para SCE sera igual a la diferencia
entre el nimero de grados de libertad para STC y SCTR,

gl(SCE) = gl(STC) — g(SCTR)
=N-1-(-1
=N -k

Una suma de cuadrados dividido entre sus grados de libertad da origen a lo que se
conoce como cuadrado medio. De acuerdo con lo anterior, el cuadrado medio del
tratamiento es

CMTR =SCTR/(k — 1),
y el cuadrado medio del error es
| CME = SCE/(N — k).

Ahora se puede argumentar que, dado que SCTR/o> y SCE/co’ son dos va-
riables aleatorias independientes chi-cuadrada con &k — 1 y N — k grados de libertad,
respectivamente, entonces el cociente de las medias cuadraticas de la seccion 7.8
tiene una distribucion F con k —ly N —ygrados de libertad. Este cociente es la
estadistica apropiada para probar la hip6tesis nula

HO:TJ‘ZO.

Lo anterior puede verificarse al examinar los valores esperados de los cuadrados
medios. Puede demostrarse que

E(CME) = ¢*

k
2 T,
acMTm:=az+i+—T,
en donde o es la varianza comin de los errores. Como resultado se tiene que el
cuadrado medio del error es un estimador no sesgado de o-* sin importar si la hipote-
sis nula es cierta. Por otro lado, si H,es cierta, 7, = 0 paratodaj,y Zm7 = 0
Entonces E(CMTR) = o es decir, bajo H,, tanto CME como CMTR son estima-
dores no sesgados de la varianza del error. Pero si la hipotesis nula no es de cierta,
CMTR tiende generalmente a ser mayor que CME, dado que el término =n;7? sera
positivo. En otras palabras, entre mas grande sea la diferencia entre las medias de
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los tratamientos y la media global, mayor sera CMTR. Pero una ocurrencia de este
tipo sugiere que las medias de los k tratamientos no son todas iguales entre si y de
esta forma debe rechazarse la hip6tesis nula. De acuerdo con lo anterior, la hlpétesls
nula sera rechazada cuando el valor del cociente.

230

2

~ Rtk - 1)
F =

(12.10)
Y; — Y,P/(N - k)

u'Ms ;'ME

se encuentre dentro de una region critica superior de tamafio c.

El analisis anterior constituye la técnica del analisis de varianza para un experi-
mento con s6lo un factor-completamente aleatorizado. Las fuentes de variacion,
grados de libertad, sumas de cuadrados, cuadrados medios, y el cociente F juntos,
constituyen lo que se conoce como tabla de analisis de varianza (ANOVA) que se
presenta en la tabla 12.2.

Dadas las verificaciones y,;, j = 1,2, ..., k, i = 1,2, ..., n;, el célculo de las
cantidades que aparecen en la tabla 12.2 puede hacerse en forma facil mediante el
empleo de cualquier paquete estadistico estandar para computadora. Para llevar a
cabo el calculo a mano, las sumas de los cuadrados pueden calcularse mediante el
empleo de formulas algebraicamente equivalentes, pero desde un punto de vista de
computacién, mas convenientes

k ko nj TZ
STC = 2 X (y; - 22))2!— :
j=li=| j=1i=
: 2 T> T
SCTR = (¥, 24—
j; i=| ; nj N

SCE = STC —SCTR

Debe notarse que la hipotesis nula Hy: u, = u, para el caso de dos muestras
también puede manejarse con el método del analisis de varianza. En el capitulo 13 se
mostrara la relacion que existe entre las estadisticas F y ¢ de Student para k =

TABLA 12.2 Tabla de analisis de varianza para un experimento con s6lo un factor comple-
tamente aleatorio

Fuente de

variacion gl SC CM Estadistica F
Tratamientos k — | SX(¥, — Y. SXY, - Y)Yk — 1) F SS(Y, - Y)Ytk = 1)
Error N -k SXY, - Y, IXY, - Y,}/(N - k) XY, - Y/ (N — k)

Total N -1 SX(Y,- ¥Y)

T,

e g
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TABLA 12.3 Calor empleado para cinco niveles de aislamiento

Espesor del aislamiento del techo (pulgadas,

) . .

4 6 8 10 12
14.4 14.5 13.8 13.0 13.1
148 14.1 . 14.1 13.4 . 128
15.2 146 3.7 32 12.9
14.3 14.2 13.6 13.2
14.6 14.0 - 13.3

12.7

Ejemplo 12.1 Los datos que figuran en la tabla 12.3 son los resultados de un dise-,

flo completamente aleatorizado para el cual la r.sp=asta son los kilowats hora,
empleados por los sistemas de calentamiento (en cientos de kilowats hora) para casas
muy similares en un mes dado, como funcion de cinco niveles de aislamiento térmico
(en pulgadas). Con base en esta informacion, ¢existe alguna razon para creer que
por lo menos algunos de los consumos de energia promedio para los cinco niveles de
aislamiento son diferentes? SupOngase un error de tipo I con « igual a 0.01.

Se desea probar la hipétesis nula de que

Hotpy = po = p3 = pg = ps = M,
o en forma equivalente
Hy:7,=0, j=12,..5.

Los tamaios de las muestras son n, = S, n, = 4, n; = 5, n, = 3,y ns = 6; asi
que N =5+ 4 + --- + 6 = 23. Las sumas de los tratamientos son I, = 73.3,
T,=574,T; =692, T, =396, y T; = 78. Lasuma totales T = 73.3 +
57.4 + --- + 78 = 317.5. Las sumas de los cuadrados son las siguientes:

17.5°
STC =144 + 148 + - + 12.77 - 3? = 11.05,
73.3°  57.4*  69.22 39.6* 78 317.5°
SCTR = +— — = 9.836,
s T4 T Y3t e T3 6

SCE = 11.05 — 9.836 = 1.214.

I

La informacion se ha agrupado en una tabla de analisis de varianza que se
muestra en la tabla 12.4. Dado que f = 36.48 > f, 5 4 s = 4.58se rechaza la hi-
potesis nula de que no existe ningiin efecto debido a los tratamientos. En relacion
con lo anterior, existe una razon para creer que parte de los consumos promedio de
energia son diferentes para los cinco niveles de aislamiento:

;3
M
F
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TABLA 12.4 Tabla ANOVA para el ejemplo 12.1

Fuente de

variacion gl sC cM Valor F
Tratamientos 4 9.836 2.459 36.48
Error 7 18 1.214 . 0.0674
Total 2 11.05 fow a1z = 4.58

12.4.2 Método de Scheffé para comparaciones mitltiples

Recuérdese que la hipotesis alternativa en el analisis de varianza no especifica qué
medias son diferentes; lo que establece es que por lo menos una es diferente a las
otras, asi que el rechazo de la hipdtesis nula con base en la estadistica F no puede
emplearse como fundamento para aceptar una alternativa en particular. Por
ejemplo, supOngase que se rechaza la hipdtesis nula Hy: 1, = &, = us; lo ante-
rior significa que u, es diferente, pero que u: y 1, son las mismas. O puede expresar
que las tres medias son diferentes entre si, o cualquier otra combinacion posible de
estos resultados. Por lo tanto, ésta es una razén muy fuerte para que el investigador
necesite un analisis mas completo para explorar las diferencias estadisticamente dis-
cernibles entre cierto namero de medias de poblacion.

Con este propo6sito se han propuesto varios métodos; entre €stos se encuentran el
procedimiento de rangos estudentizados de Tukey, la prueba de rangos multiples de
Duncan y el métodos de Scheffé (véase [5]). Solo se analizara el método de Scheffé
para comparaciones multiples debido a que tiene, en forma relativa, pocas restric-
ciones y es preferido por muchos cuando se comparan combinaciones de las medias
de los tratamientos. El método de Scheffé radica en la formulacion de un contraste
que es una comparacion que escoge el investigador para representar una combina-
cion lineal de cualquier nimero de medias de poblacion. Un contraste es un método
general de comparacién que permite al investigador determinar, con base en la evi-
dencia de la muestra, si el contraste dado es estadisticamente discernible.

Se define un contraste, denotado por L, como

k

L=2cp, (12.11)

J=1

en donde X; eslamedia del j-ésimo nivel, y las ¢s son constantes tales que
', ¢; = 0. Porejemplo, L = p, — u,esuncontrasteconc; = lyc, = = 1.
Este contraste es una comparacion entre p; y iy . Otro contrastees L = 3u, — Mo
— u3 — pg.cone; =3, ¢, = ¢; = ¢y = — 1. Este contraste es una comparacion
entre i,y pa, M. Y Ma- De esta forma el método de Scheffé permite que el investi-
gador escoja las comparaciones basadas en las caracteristicas de interés.

Un estimador no sesgado de L esta dado por

k
L=3c7, (12.12)
j=1
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cuya varianza se estima mediante

2
4

k
s¥L) = CME ), (12.13)

n;

“Scheffé demostréd (véase [7]) que todos los posibles contrastes definidos por
(12.11) se encuentran incluidos, con una probabilidad de 1 — a, en el.conjunto de
intervalos '

L-As(D)<sL<[L + AsD), (12.14)

en donde

A= \/(k - l)fl—n.k—l.N—k

y L y s%L) se definen mediante (12.12) y (12.13), respectivamente. Si para algiin
contraste L se obtiene un intervalo a partir de (12.14) que no incluye al cero, enton-
ces el contraste es estadisticamente discernible. Por lo tanto, en realidad para cada
contraste L se esta probando la hipotesis nula

HO:L = 0.

La esencia del conjunto de intervalos definidos por (12.14) es que para fodos los
intervalos el nivel de confianza es de 100(1 — ). Si se va a repetir un experimento
muchas veces, y para cada una se calculan los invervalos de confianza para todos los
posibles contrastes mediante el empleo de (12.14), entonces en un 100(1 — ) de las
repeticiones, todos los intervalos de confianza seran correctos. Que el intervalo de
confianza sea del 100(1 — o) para todos los intervalos, es mejor a obtener un inter-
valo de confianza del 100(1 — «) para cada par de medias de tratamientos, en cuyo
caso el nivel de confianza solo es para cada par individual y no para el conjunto en-
tero de éstos.

Ejemplo 12.2 En el ejemplo 12.1, comparese u, contra s; M, A3, Y Mg CONtra
Ms; My contra umy; Y mz Y Mg contra us, empleando el método de Scheffé con
a = 0.01.

Aunque pueden efectuarse comparaciones entre diversas combinaciones de los
tratamientos, ciertas comparaciones parecen razonables si el objetivo es el orde-
nar los tratamientos en subgrupos dentro de los cuales no aparezca ninguna diferen-
cia apreciable. Por ejemplo, si no existe una diferencia discernible entre el empleo de
energia promedio para aislamientos térmicos de 10 y 12 pulgadas, puede ser, desde
un punto de vista econémico, mas razonable utilizar un aislamiento-de 10 pulgadas
que uno de 12. Los contrastes para las cuatro comparaciones son:

Ly = py — ps. Ly = po + py + uy — 3us,

Ly=p — po, Ly=2us — pu3 — pa.

Se ilustrara el calculo del intervalo de confianza para L,. Dado que ¥, = 14.35,
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y3 = 13.84, Y= 132, yy, = 13,
L, = 1435 + 13.84 + 13.2 — (3)(13) = 2.39.

La varianza estimada es

RN 2 12 B (-3¢
2 — —_—
s(L,) = 0.0674 [—4 rstyt

] = 0.1539,

s(L,) = 0.3923.

Dado que fog0 415 = 4.58, A = \/(4)(4.58) = 4.28, el intervalo de confianza
paraL,es -

2.39 * (4.28)(0.3923) = (0.7109, 4.0691). §

NN

Al seguir el mismo procedimiento se obtiene que los intervalos de confianza para los
otros contrastes son .

L,: (- 0.5857,0.9857),
Ly: (- 0.4354, 1.0554),
Ly: (- 2.2572,0.1772).

‘Notese que de los cuatro intervalos de confianza para los contrastes de interés solo
ei de L, no incluye el valor cero. Dado que la inclusién de este valor en estos interva-
los de confianza es equivalente a la falta de significancia estadistica en una prueba
bilateral con respecto a la diferencia entre las medias, una comparacion de los cuatro
intervalos revela que no existe ninguna diferencia apreciable en el consumo de
energia promedio para un grosor del aislamiento téermico de 8, 10 o 12 pulgadas. Se
llega a esta conclusion debido a que los contrastes L, y L, no son estadisticamente ,
discernibles, pero L, si lo es. Dado que L, es igual que L, excepto que éste contiene a .
&2 (6 pulgadas de aislamiento), con base en los resuitados de este experimento puede .
considerarse a un aislamiento de 8 pulgadas de espesor, como Optimo, desde un pun-
to de vista econdbmico.

Debe notarse que si se rechaza la hipotesis nula de medias iguales mediante el
empleo de la estadistica F, entonces el método de Scheffé dard por lo menos un
contraste que es estadisticamente significativo.

12.4.3 Analisis de residuos y efectos de la violacion de las suposiciones

De la seccion 9.6.3. recuérdese que, para muestras de diferente tamafio, el efecto de
violar la suposicion de varianzas iguales cuando se comparan dos medias puede ser
sustancial. Dado que esta misma suposicion se formula cuando se comparan & me-
dias, se deSean examinar las formas en que lo anterior puede detectarse y analizar los
efectos sobre la inferencia cuando no violan las suposiciones.



416 Diseflo y andlisis de experimentos estadisticos

Una forma sencilla y util para detectar la discrepancia con el modelo propuesto
se basa en un analisis de residuos. Un residuo es un estimador del error aleatorio &;;.
Dado que :

& = Yy —
el residuo éorrespondiente denotado por e;;, se define como
€ = Yij — ¥, J=12,..k, i=12,..,n

Los residuos no son estimados en el sentido de estimacion de parametros, sino
como estimadores de los valores de las variables aleatorias no observables &; con
base en los estimadores ¥, para los k medias de poblacion.

Si es valida la suposicion de que los errores aleatorios tienen las mismas varian-
zas para todos los niveles de &, entonces una grafica de los residuos de cada trata-
miento no revelara ninguna diferencia apreciable en la dispersion de los residuos alre-
dedor del cero. Si esta dispersion es notablemente diferente para aigunos tratamien-
tos, entonces es posible que las varianzas no sean iguales para todos los tratamien-
tos. Para normalizar la escala de magnitudes de los residuos es preferible emplear los
residuos estandarizados e;;/ \/CME. Entonces, dado que por hipétesis los errores
aleatorios se encuentran normalmente distribuidos, un residuo estandarizado rara
vez se encontrara mas alla de un intervalo de *3

Se ilustrara el analisis de residuos empleando los datos del ejemplo 12.1. Dado
quey., = 14.66y\V/CME = 0.2596, los residuos para el primer tratamiento son
144 — 14.66 = —0.26, 14.8 — 14.66 = 0.14, 15.2 — 14.66 = 0.54, 143 —
14.66 = -0.36, y 14.6. — 14.66 = —0.06, y los residuos correspondientes estandari-
zados son —1.00, 0.54, 2.08, —1.39 y —0.23. Al seguir este procedimiento se obtienen
todos los residuos estandarizados que aparecen en la tabla 12.5.

La figura 12.1 ilustra los residuos estandarizados para cada tratamiento. Se ob—
serva que no existe ninguna diferencia notable en la dispersion para cada uno de los
cinco tratamientos excepto para uno de los residuos del primer tratamiento. De
acuerdo con lo anterior, parece que la hipotesis de que las varianzas de los cinco tra-
tamientos- son las mismas, es razonable en este caso. También se encuentran dispo-
nibles en la literatura estadistica procedimientos formales para verificar la hipotesis
de igualdad entre las k varianzas. Dos de los usados con mas frecuencia son la
prueba de Bartlett y la prueba de Hartley. Se invita al lector a que consulte {5] para
conocer los detalles.

TABLA 12.5 Residuos estandarizados para el ejemplo 12.1

4 6 8 10 12
—1.00 0.58 —-0.15 -0.77 0.39
0.54 —0.96 1.00 0.77 ~0.77
2.08 0.96 -0.54 0 -0.39
—1.39 -0.58 -0.92 0.77
-0.23 0.62 1.16
—1.16
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FIGURA 12.1 Griafica de los residuos estandarizados para los cinco tratamientos del ejemplo 12.1

Como se examino en el capitulo 9, el efecto sobre las inferencias con respecto a
las medias, cuando los errores aleatorios no se encuentran normalmente distri-
buidos, es menor mientras el alejamiento de la normalidad no sea muy severo. De es-
ta forma, la estadistica F en el analisis de varianza es robusta con respecto a los ale-
jamientos de la hipotesis de normalidad. Si las varianzas de todos los tratamientos
no son iguales entre si, puede aumentarse el tamafio de la region critica de la
estadistica F para el caso de efectos fijos; pero, como se analiz6 en el capitulo 9,
este efecto puede minimizarse mediante el empleo de muestras de igual tamafio para
cada tratamiento. En otras palabras, en el analisis de varianza, la estadistica F tam-
bién es mas robusta ante varianzas desiguales siempre y cuando los tamafios de la
muestra de los tratamientos sean iguales. Desafortunadamente este resultado no se
extiende al caso de efectos aleatorios en el que la violacion de la hipotesis de varian-
zas iguales generalmente tendra efectos considerables sobre las inferencias aun para
muestras del mismo tamaio.

La hipotesis crucial en el desarrollo del analisis de varianza es que los errores
aleatorios son independientes. Si los errores son interdependientes, el tamafio real de
la region critica puede ser, en forma substancial, mas grande (cinco o més veces) que
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el tamaiio dictado al seleccionar la probabilidad del error de tipo I. Se invita al lec-
tor a que consulte [3], para una revision de las consecuencias que surgen al violar las
suposiciones en el analisis de varianza.

12.4.4 El caso de efectos aleatorios

Para introducir el caso de efectos aleatorios se utilizara el siguiente anélisis breve. Para
una presentacion mas completa se sugiere consultar [6]. Para el modelo de efectos
aleatorios se formul6 la suposicion de que los niveles empleados en el experimento
fueron seleccionados en forma aleatoria de una poblacién de posibles niveles. Ade-
mas se supondra que 7; ~ N(0,c7), en donde ol es la varianza de los tratamientos
aleatorios 7;,. La descomposicion de la suma total de cuadrados y el analisis de va-
rianza es igual a la del caso de efectos fijos para un experimento con solo un factor,
pero en este caso el valor esperado del cuadrado medio de tratamiento .s ¢ ferente.
Dadas muestras de igual tamafio n para todos lo- niveles, se puede demostrar que

E(CME) = o,
y. ‘ (12.15)
E(CMTR) = o* + nol.

La region apropiada de rechazo sigue siendo la misma ya que un valor grande
del cociente entre CMTR y CME sugiere que debe rechazarse la hipotesis nula
Hy: 02 =0 ‘

Ejemplo 12.3 Una planta de enlatado emplea un nimero muy grande de maquinas
para su proceso de llenado. Se da por hecho que cada maquina vacia un peso especi-
ficado del producto en cada lata. El gerente de la planta sospecha que existe una
gran variacion en la cantidad del producto que se vacia entre las distintas maquinas.
Para verificar su sospecha, escoge al azar cuatro maquinas y pesa el contenido de
cinco latas, seleccionadas en forma aleatoria, llenadas por cada una de las cuatro
maquinas. Los resultados se muestran en la tabla 12.6. {Qué proporcion de la va-
rianza en los pesos puede atribuirse a las diferencias que existen entre las maquinas?

Primero se llevara a cabo un analisis de varianza para saber si puede rechazarse
H,: 0} = 0. Los totales de las maquinassonT.,, = 6.14, T, = 6.03, T, = 599y

TABLA 12.6 Contenido en peso para un proceso de llenado

Maquina
/ 3 4
1.24 1.20 .19 1.18
1.22 1.20 1.20 1.18
1.22 1.21 1.19 1.19
1.23 1.22 .20 1.18
1.23 1.2 1.21 1.20
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TABLA 12.7 Tabla ANOVA para el ejemplo 12.3

Fuente de v
‘ variacion . gl SC CM Valor F
Tratamientos, 3 0.004695 0.001565 20.87
Error 16 0.0012 0.000075

Total 19 0.005895 Joss. 316 = 3.24

T, = 5.93. Eltotal global es 7. = 24.09, y los tamafios de todas las muestras
son n = 5. Entonces

. . 24.09°
STC = 1.24° + 1.22° + -+ + 1.20% - > = 0.005895,
6.14% + 6.03% + 5.99° + 5937 24.09°
SCTR = + 6.03 -; 5.99° +5.93° 24289 — 0.004695,

SCE = 0.005895 — 0.004695 = 0.0012.

Latabla ANOVA se da en la tabla 12.7. Dado que f = 20.87 > fy05.3.16 = 3.24,
se rechaza la hipétesis nula de que no hay variaciéon debida a las maquinas.

Para estimar la varianza en los pesos y qué proporcion de ésta puede atribuirse a
las diferencias entre las maquinas, recuérdese que para un modelo de efectos aleato-
rios

Var(Y;) = ol + ol.

De (12.15), un estimado de o> es CME = 0.000075, y un estimador de o> + SoZes
CMTR = 0.001565. En otras palabras,

0.000075 + 5s2 = 0.001565
e 0.001565 — 0.000075
T 5
= 0.000298

es un estimador de o Z. Entonces un estimador de la varianza en el peso es
s°(Y;;) = 0.000075 + 0.000298
= 0.000373,
de la cual 0.000298/0.000373, o el 79.89%, se debe a diferencias entre las maquinas.
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12.5 Analisis de experimentos con sélo un factor en un diseiio en
bloque completamente aleatorizado

Recuerdese que cuando las unidades experimentales no son homogéneas, se introdu-
ce una fuente potencial de variacion que, en general, puede afectar la inferencia con
respecto al factor de interés. En estos casos es necesario emplear un disefio alea-
torizado para remover la fuente externa de variacion con lo que se incrementa la sen-
sitividad para detectar diferencias entre los tratamientos de interés.

Ejemplo 12.4 La agencia de Proteccion del Medio Ambiente (APMA) anualmente
clasifica de acuerdo con la eficiencia en el quemado de combustible a todos los auto-
moviles disponibles para venta de Estados Unidos. Sin embargo, es un hecho muy
conocido que las clasificaciones de la APMA se basan, principalmente, en pruebas
de laboratorio y de esta forma se tiende a sobreestimar la eficiencia real en el quema-
do de combustible. Una empresa independiente desea determinar si existe una dife-
rencia, estadisticamente discernible, en la eficiencia del quemado promedio de com-
bustible bajo condiciones de rodamiento real para cinco automoviles compactos que
tienen la misma clasificacibn APMA. La empresa tiene acceso a un recorrido de
400 millas que incluye tanto el manejo en ciudad como en carretera. Estadiense los
aspectos de diseflo de este experimento.

Es claro que los tratamientos estan constituidos por los cinco automoviles y que
la respuesta medible es el nimero de millas por galon logradas por los automéviles
durante el recorrido de 400 millas. Pero, ;cual es la unidad experimental?; ésta tiene
que ser la persona que maneja el automovil, pero no es comiin que una empresa que
realiza pruebas utilice un conductor para todo el experimento. Supdngase que se es-
cogen cuatro conductores para el experimento. Aunque la empresa explicara el pro-
posito del experimento en forma breve, a los conductores ya se ha introducido otra
fuente de posible variacion. No importa qué tan similares sean los conductores entre
si; a pesar de todo existe un riesgo potencial de tener efectos por los conductores que
pueden tomarse en cuenta mediante la creacion de cuatro bloques, uno para cada
conductor, de tal manera que los tratamientos dentro de cada bloque (los cinco
automoviles) se apliquen a unidades experimentales homogéneas (el mismo conduc-
tor). La pregunta que surge en este momento es, ;como asignar los automoviles a los
conductores? El disefio aleatorizado especifica que la asignacion de los tratamientos
a las unidades experimentales dentro de cada bloque debe hacerse en forma aleato-
ria. De esta manera, para asignar el orden en el cual seran manejados los automévi-
les por cada conductor, se concibe un proceso de seleccion aleatorio simple. Por
ejemplo, la asignacion puede hacerse de acuerdo con la tabla 12.8, la cual constituye
un disefio en bloque completamente aleatorizado.

A continuacion se analizara un experimento con so6lo un factor en un disefio en
bloques completamente aleatorizado. Primero sera necesario generalizar para des-
pués regresar al ejemplo de la eficiencia en consumo de combustible e ilustrar los pa-
sos del calculo. Las observaciones del experimento pueden colocarse como se mues-
tran en la tabla 12.9.
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TABLA 12.8 Diseilo en bloque completamente aleatorizado para el ejemplo 12.4

Automévil

1 A A, A Al A,

2 As A, A A, A,

Conductor 3 Al A, . A, A, A,
- 4 A, As Aq Ay A;

Supbngase que se tienen k tratamientos y # bloques, el modelo matematico para
un disefio con s6lo un factor en bloques completamente aleatorizado es

Yi=pn+B+1+esg; i=1,2,...n, (12.16)
' J=1,2 .k

en donde Y; es la observacion de la respuesta en el i-ésimo bloque y bajo el j-ésimo
tratamiento, & es 1a media global, B; es el efecto sobre la respuesta debido al i-ésimo
bloque, 7; es el efecto debido al j-esimo tratamiento y &; es el error aleatorio. Como
en el caso anterior, se da por hecho que los errores son variables aleatorias indepen-
dientes, tales que &; ~ N(0, o) para toda iy j. Sitanto los tratamientos como los
bloques son de efectos fijos, entonces las B,y los 7, son parametros fijos que repre-
sentan desviaciones de las medias de los bloques y los tratamientos de la media glo-
bal, respectivamente. En otras palabras,

I

Bi = My M, i 19 29 ey R (12°17)

Tj=l“‘1_l""9 J= 1929 -'-sks

en donde ;. y p.; son las medias de las poblacion para el i-ésimo bloque y el j-ésimo
tratamiento, respectivamente.

Al igual que en el disefio completamente aleatorizado, se supone que las varianzas de
la poblacion para todos los tratamientos son iguales. También debe suponerse que el
efecto del tratamiento sobre la respuesta es el mismo para todos los bloques; en otras

TABLA 12.9 Arreglo comun de las observaciones para un disefio con sélo un factor en blo-
que completamente aleatorizado

Tratamiento
1 2 j k
l Y” Y|2 i YU . Ylk
2 Y2| Yzz L YZ; . Y.lk
Blogue i Y, Y2 Y, Y
"' Y‘nl Y‘nZ o Y’U B Y, d

o

b

= R -
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palabras, puede obtenerse la misma conclusion a partir de todos los bloques conres-
pecto al efecto del tratamiento. Cuando esto ocurre se dice que los tratamientos y los
bloques no interactian, y sus efectos individuales sobre la respuesta son aditivos. La
nocion de interaccion entre dos factores se examinara en la siguiente seccion.

. Para un disefio de un s6lo factor en bloque completamente aleatorizado, el prin-
cipal proposito es determinar si las diferencias en los tratamientos son estadistica-
mente significativas, es decir, para el caso de efectos fijos se desea probar la hipote-
sis nula

Hym =0, j=12, ..k

El lector puede sorprenderse con respecto al efecto del bloque, pero el interés, en rea-
lidad, no recae en determinar si éste es estadisticamente apreciable. Todo lo que se
desea hacer es aislar el efecto del bloque y removerlo del error experimental, de tal
manera que se incremente la eciencia para detectar diferencias reales entre los tra-

tamientos, si es que éstas existen.
Para el procedimiento del analisis de varianza, puede escribirse el modelo dado

por (12.16) como l
ey =Yy~ b BT, (12.18)

Al sustituir (12.17) para B; y 7; en (12.18), se tiene

| ;= Yy — p S B+ pe (12.19)

Ahora, al reemplazar (12.17) para 8; y 7; y (12.19) para €;; en (12.16) se obtiene la
siguiente identidad:

Yo—pm=( — )+ (u,— )+ (Y — . — py + ). (12.20)

En otras palabras, la desviacion de una observacién con respecto a la media global
tiene tres componentes (la desviacion debida a los bloques, a los tratamientos y al

error aleatorio).
Para las observaciones que se encuentran en la tabla 12.9 se definen las siguientes
estadisticas:

k

T,=>VY, Y =T/k i=12..n
j=1

T,=> Y, Y,=T;/n,  j=12 ..k
i=1
" k

T.=>>Y,, Y =T/nk
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Al elevar al cuadrado ambos miembros y llevar a cabo la suma sobre i y j se tiene la
relacion

n k n k& n
DPNCIER SIEIIDWIAES SEIINOIIED S,
i=lj=1 i=1j i=1j=1

en donde puede demostrarse que los tres términos que contienen productos cruzados
se reducen a cero. Esta es la ecuaciéon fundamental para el analisis de varianza, y es-
tablece que la suma total de los cuadrados STC se separa en la suma de los cuadra-
dos de los bloques SCB, la suma de los cuadrados de los tratamientos SCTR y la
suma de los cuadrados de los errores SCE.
Por causa de la restriccion X | ZL, (Y; - Y.) = 0, el nimero de grados de li-
bertad para STC es igual a nk — 1. En forma similar, por causa de las rcstricciones
S, (Y. —Y)=0yZ, (Y, — V) = 0, el nimero de grados de libertad
para SCB y SCTR son iguales an — 1 y k — 1, respectivamente. Se sigue que

gl(SCE) = gl(STC) — gl(SCB) — gl(SCTR)
=nk—-—1-(n-D-Gk-1
=(n- 1)k -1).
Puede demostrarse que bajo las suposiciones del modelo y la hipotesis Hy: 7; =
0, SCTR/0* y SCE/o’ son dos variables aleatorias independientes con una
distribucion chi-cuadrada con £ — 1y (n — 1) (k — 1) grados de libertad, en forma

correspondiente. También puede demostrarse que los valores esperados de los
cuadrados medios del error y del tratamiento son

E(CME) = o?

k

ny,

E(CMTR) = o + 2=

Entonces, con base en el argumento previo, la estadistica de prueba apropiada es el
cociente de los cuadrados medios del tratamiento y del error, el cual tiene una distri-
bucion Fconk —1y(n —1) (k —1) grados de libertad. Como antes, se sugiere una re-
gion critica de tamaiio «, ya que un valor grande del cociente tiende a implicar que
no todas las medias de los tratamientos son las mismas. El analisis de varianza apa-
rece en la tabla 12.10.

Debe notarse que es posible una prueba para el efecto de bloque al formar el co-
ciente entre CMB y CME y compararlo con la region critica que se encuentra en el
extremo superior de una distribucién Fconn — 1y (n — 1) (k — 1) grados de libertad.
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TABLA 12.10 Tabla de analisis de varianza para un experimento con so6lo un factor en blo-
que completamente aleatorizado

Fuente de

variacion gl SC CM Estadistica F
Bloques n—1 SS(Y, - Y. , )
Tratamientosk — 1| (Y, — Y.) CMTR=SCTR/tk - 1) F = %1\1%(
Error (n - Dk - 1) XY, - Y, — ¥, + Y.} CME=SCE/(n - 1)k - 1)
Total nk — 1 XY, - Y.)

Lo anterior no constituye en realidad una parte integral del analisis. Después de
todc, se escoge un bloque completamente aleatorizado para un experimento con sb-
lo un factor para remover el efecto potencial de la fuente de variacion extr..iia. Si tal
efecto es estadisticamente significativo, realmente no es de gran interés.

Para realizar calculos a mano, es preferible emplear las siguientes formulas que
son equivalentes, en un sentido algebraico, para obtener las sumas de cuadrados.

n kK T2
STC = 2=
2 2%
sce-lysp_L
k=S nk

k
1 T
SCTR = -, T} - —
T nz 7 nk

SCE = STC - SCB - SCTR

Para ilustrar los pasos de calculo, supongase que los resultados del experimento
descrito en el ejemplo 12.4 son los que se muestran en la tabla 12.11 (las mediciones
estan dadas en millas por galén para un recorrido de 400 millas). Para probar la hi-
poOtesis nula

Hyr =0, j=12..,5,

las sumas de cuadrados dan

s 672.4°
STC = 33.6° + 36.9° + --- + 32.8° — o0 = 102.212,
156.12 + - + 172.4° 2.4%
SCB = ! 74y 8 =.41.676,
5 20
139. 2 2 . 2
SCTR = 39.5° + - +133.3° 67247 _ 38.092.

4 20
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TABLA 12.11 Datos experimentales para el ejemplo 12.4

s : Automovil
Conductor A, o A, As . As - As Totales
1 336 32.8 31.9 27.2 30.6 T, = 156.1
2 .36.9 L 36.1 32.1 34.4 35.3 T, = 1748
3 342 35.3 33.7 31.3. 34.6 T = 169.1
4 34.8 37.1 34.8 329 32.8 T, = 1724
Totales T, = 139.5 T, = 141.3 T, =1325 T,= 1258 T, = 1333 T.= 6724

SCE = 102.212 — 41.676 — 38.092 = 22.444.

La tabla ANOVA seencuentradadaenlatabla12.12. Dadoque f = 5.09 > fyo5 4. 12

= 3.26, se rechaza la hipoOtesis nula de igualdad de efecto de tratamiento. Por

lo tanto, existe una razon para creer que las eficiencias en consumo medio de com-
bustible de algunos de estos automdviles no son iguales.

La identificacion y eliminacion del efecto de los bloques de la variacion total per-
mite que se hagan comparaciones miltiples sobre los tratamientos, como ya se vio
en la seccién 12.4.2. Pueden definirse y probarse un gran niimero de contrastes para
determinar si son estadisticamente apreciables al seguir el procedimiento delineado
en la seccion 12.4.2. La Unica excepcion es que la cantidad denotada por A en
(12.14) ahora esta dada por

A= \/(k - l)fn-a,k—l.(n—n(k—n.

A veces los bloques no son de efectos fijos, es decir, se eligen para el experimento
en forma aleatoria de una poblacion de posibles bloques. Si los tratamientos son de
efectos fijos, la tinica diferencia con respecto al caso previo se encuentra en la supo-
sicion de B;; i.e., B; ~ N(O, 0',23); pero el analisis sigue siendo el mismo, aun para
comparaciones multiples entre los tratamientos.

Ademas de la suposicion de independencia, se hacen dos suposiciones clave para
un disefio en bloques aleatorizados: las varianzas de cada tratamiento son iguales y

TABLA 12.12 Tabla ANOVA para el ejemplo 12.4

Fuente de

variacion gl SC CM Valor F
Bloques 3 41.676
Tratamientos 4 38.092 9.523 5.09

Error 12 22.444 1.870

Total 19 102.212 foos a2 = 3.26

EE
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los bloques y tratamientos no interactian. La presencia de interaccién entre bloques
y tratamientos implica que no es posible evaluar el efecto del tratamiento sobre/to-:
dos los bloques, sino que éste se debe describir en forma individual para cada blo-
que. Si ademas los efectos del bloque y del tratamiento son aditivos, la estadistica F
no es sensitiva a la violacion de la suposicién de varianzas iguales; para éstas, si existe
una interacciobn entre bloques y tratantientos, la estadistica F se encuentra sesgada
negativamente, es decir, si se rechaza la hipotesis nula de que no existe diferencia al-
guna entre los tratamientos, entonces puede confiarse en que existe una diferencia
entre los tratamientos. Pero si la hip6tesis nula no se rechaza, esto se puede deber, ya
sea a un sesgo negativo (la presencia de interaccion) o a la ausencia de diferencias
entre los tratamientos. Puede emplearse un procedimiento desarrollado por Tukey,
el cual se describe en [4], para probar la interaccion entre bloques y tratamientos.
Si se violan tanto la suposicion de varianzas iguales como la de aditividad, la
estadistica F para las diferencias en los tratamientos tiene un sesgo positivo; en otras
palabras, si se rechaza la hip6tesis nula de que no existe ninguna diferencia entre los

" tratamientos, esto no necesariamente implica que las diferencias entre los tratamien-

tos sean estadisticamente significativas. Cuando existe preocupacién sobre estas su-
posiciones, debe usarse una prueba F conservadora desarrollada por Geisser y
Greenhouse (véase [4]). Los pasos de calculo para esta prueba son iguales a los del
método convencional ya descrito, excepto que el niimero de grados de libertad para
estecasoesdelyn —1enlugarde k — 1y (n —1) (k — 1), para cada uno. Si para am-
bas pruebas se rechaza la hipotesis nula, puede tenerse la seguridad de que las dife-
rencias entre los tratamientos son estadisticamente significativas. Si ambas pruebas
no rechazan a H,, entonces se puede proceder como si no existiese diferencia alguna
entre los tratamientos.

12.6 Experimentos factoriales

Hasta este momento la presentacion se ha dirigido hacia el analisis del efecto de un
factor sobre la variable respuesta. Pero en muchas situaciones practicas es necesario
investigar, en forma simultanea, los efectos que tienen varios factores sobre la res-
puesta. Una forma muy eficiente de lograr lo anterior es mediante el uso de un expe-
rimento factorial en el que todos los niveles de un factor se combinan con todos los
niveles de cualquier otro para formar los tratamientos. Por ejemplo, en un experi-
mento factorial de dos factores en el que uno tiene tres niveles y el otro dos, existiran
3 x 2 = 6 tratamientos. En otras palabras, la respuesta sera observada bajo seis tra-
tamientos diferentes.

Con los experimentos factoriales no solo es posible evaluar los efectos indivi-
duales de los factores sobre la respuesta, sino que también es posible determinar el
efecto causado por sus interacciones. El efecto de un factor sobre una respuesta es
simplemente el cambio en ésta, causado por un cambio en el nivel del factor. Pero si
el efecto de un factor sobre la respuesta es diferente para distintos niveles de otro
factor, entonces se dice que los dos factores interactiian entre si. La presencia de in-
teraccion indica que el efecto de los factores sobre la respuesta es no lineal y de esta
forma no puede asumirse un modelo aditivo.
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Para ilustrar la interaccién entre dos factores, considérese lo siguiente. Un fabri-
cante de partes electrOnicas emplea dos hornos y dos temperaturas con el prop6sito
de probar la duracién de cierto componente. Se seleccionan cuatro componentes de
algiin lote y se prueba su duracién de acuerdo con las cuatro combinaciones posibles
- de hornos y temperaturas. El tiempo de duracién de los componentes en horas es el
siguiente: -

AN
\

0, 0,
T, 6.29 5.95
T, 5.80 6.32

Los tratamientos para las cuatro posibles combinaciones de hornos y temperatu-
rasson: O\T,, O,T,, O;T,,y O,T,. Ladiferencia en duracion para los tratamientos
O,T,y O,T,representa un estimador del efecto en la duraciéon de los componentes en
el primer horno, a consecuencia de un cambio en la temperatura. Se observa que este
estimador es 5.80 — 6.29 = —.49. La diferencia en duracion para los tratamientos
0,T,y O,T, también es un estimador del efecto de la temperatura sobre la duracién,
pero ahora en el segundo horno. Esta diferencia es de 6.32 — 5.95 = 0.37.Dado
que estos dos estimadores son bastantes diferentes entre si, el efecto de 1a temperatu-
ra en la duracion del componente depende del horno en que éste se cologue. De esta
forma, existe una interaccion entre el horno y la temperatura. También se observala
misma ocurrencia al estimar el efecto del horno para 7,(5.95 — 6.29 = —0.34)y
T,(6.32 — 5.80 = 0.52). Estos resultados se ilustran en forma grafica en la figu-
ra 12.2 en donde el eje y representa las observaciones de la respuesta; el eje x repre-

FIGURA 12.2 Efectos que interactiian

y
6.40 -
%)
6.20 -
6.00 |-
5.80 0,
1 |
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senta los niveles de un factor y los puntos graficados representan a cada nivel del
otro factor. Si existe poca interaccion entre el horno y la temperatura, las lineas que
aparecen en la grafica serian casi paralelas.

La determinacién de si los efectos individuales o interacciones son estadlstlca-
mente apreciables puede hacerse s6lo mediante inferencia estadistica y no mediante
el empleo de un analisis grafico. En los siguientes parrafos se examinara un modelo
no aditivo para un experimento factorial de dos factores en un disefio completamen-
te aleatorizado. Se pueden analizar experimentos factoriales con mas de dos factores
mediante la extension del procedimiento que a continuacion se examina.,

En un experimento factorial que incluye dos factores A y B con a y b niveles, res-
pectivamente, el nimero de tratamientos es igual a @ X b. Si no se puede suponer un
modelo aditivo (no interaccién), solo es posible una prueba para determinar si
un efecto por interaccion es estadisticamente apreciable, si se toma mas de una ob-
servacion de la respuesta para cada tratamiento. Lo anterior se debe a que no puede
determinarse para cada estimador de la variacion del error aleatorio a menos que la
respuesta se observe mas de una vez cada tratamiento, es decir, la evaluacién de
la variacion del error aleatorio se basa en las diferencias en la respuesta observada
bajo el mismo tratamiento. No est4 por demas notar que para un disefio completa-
mente aleatorizado, los tratamientos deben aplicarse a unidades experimentales ho-
mogéneas sin importar cuantas veces se repita el proceso.

Si se suponen n aplicaciones de los ab tratamientos, el modelo matematico no
aditivo para un factorial de dos factores es -

Yije=n+ o+ B + (a,B)ij + &y i=1,2,..,a, (12.21)
j=1,2,...,b,
k=1,2,...,n,

en donde Y;;, es la k-ésima observacion de la respuesta para el tratamiento (i, j), & es
la media global a; es el efecto principal causado por el i-ésimo nivel de A, 8; es el
efecto principal causado por el j-ésimo nivel de B, (aB);; es el efecto de interaccion
para el i-ésimo nivel de A y el j-€simo nivel de By ¢;;, es el k-ésimo error aleatorio en
el tratamiento (i, j). Como antes, se supone que las varianzas de la poblacion para
cada uno de los ab tratamientos son iguales, y que los errores aleatorios son va-
riables aleatorias independientes, normalmente distribuidas, con medias iguales a
cero y varianza comun o’

Si se supone que los factores 4 y B son de efectos fijos, entonces «;, B;, y (a8);
son parametros fijos, tales que
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o L _ paratoda
Las siguientes hipotesis son de interés:

. Hy:(ap);; = 0 paratodai y j,
2. Hy:a; = 0 paratodai,
3. Hy:B; = 0 paratoda j. .

Las altimas dos hipotesis incluyen los efectos (individuales) principales de los facto-
res A y B, y la primera hipotesis pertenece a la posible interaccién entre A y B. Si
existe una fuerte interaccion entre 4 y B, los resultados de las pruebas para
demostrar un efecto principal causado por A o B pueden no ser significativos. Lo
anterior es cierto debido a que los dos factores pueden interaccionar en tal forma
(direcciones opuestas) que los efectos se compensen para uno o ambos factores. Este
proceso de compensacion puede evitar la deteccion de efectos principales significati-
vos con base en una comparacion entre las medias del nivel del factor.

Para desarrollar el procedimiento del analisis de varianza, puede escribirse el
modelo (12.21) en términos de las desviaciones, al igual que en los casos previos.

Yie = = (i — ) + (. — )
+ oy — e — pg +p) + (Y — wig)s (12.22)

en donde u... es la media real del i-ésimo nivel de 4, .. es la media real del j-esimo
nivel de By ;. es la media real del tratamiento (i, j). De esta forma, la igualdad dada
por (12.22) establece que la desviacion de una observacion con respecto al promedio
global esta formada por cuatro componentes: las desviaciones causadas por el efecto
principal de A; por el efecto principal de B; por el efecto de interaccion entre A y B,
por el error aleatorio.

Las observaciones de un factorial con dos factores en un experimento completa-
mente aleatorizado pueden colocarse como se muestra en la tabla 12.13. De ésta se

TABLA 12.13 Arreglo comun de las observaciones para un disefio factorial con dos factores
y n observaciones por tratamiento

A
Nivel 1 Nivel Nivel a
Nivel 1 Yin o Yiw - Yoo 0o ¢ Yo = Yiw == Yan - - - Yo = Yae = Yan
B Nivel j Yoo Yo b oo Yo Yoo Ve oo Yoy oo Yo Yo

Nivel b Ylbl Ylbk Y”,,, vt Y,“ i YibL Y‘-,"' R Yubl Yubk ot yubn

|
:
;
.4
I
i
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definen las siguientes estadisticas:

Notese que T,.. (T.;) es la suma de todas las observaciones en el i-ésimo (j-ésimo) ni-
_velde A (B) y T es la suma de todas las observaciones en la k-ésima repeticion. En
forma similar, T;; esla suma de todas las observaciones en el tratamiento (i, j). Las
definiciones correspondientes para las mediz: de la muestra deben ser aparentes.

Al reemplazar los parametros en (12.12) con sus correspondientes estimadores,
se tiene ‘

(Y = Y.) = (Y = V) + (¥, = V)
+ (7,

Si se eleva al cuadrado la identidad con base en la muestra anterior y se suman sobre
i, j y k, todos los términos que contienen productos cruzados se reducen a cero, y se
tiene el siguiente resultado:

SISV~ Y Y =nbX (V.. - V. +na (¥, - T.)
ik i j

i J i k /

En oiras palabras, la suma total de cuadrados se separa en las sumas de cuadrados
debidas: al factor A (SCA), el factor B (SCB), a la interaccion entre A y B (SCAB) y
a los errores (SCE).

También puede escribirse el modelo (12.21) en términos de las desviaciones
causadas por los tratamientos y el error aleatorio, es decir

(yijk — M= (i — m) + (Y — i) (12.24)

En esta forma, la desviacion debida a los tratamientos abarca los efectos debidos a A4,
B y la interaccidbn A B. Al sustituir en (12.24) las correspondientes estadisticas, se
tiene



12.6 Experimentos factoriales 431

las que, al elevarse al cuadrado y sumar sobre i, J y k, dan como resultado
SO Y-V =02 ¥ = VX + 23D (Y - V),
i j ok i g P B |

N

STC = SCTR * SCE. (12.25)
De (12.23) se desprende que .
SCTR = SCA + SCB + SCAB. (12.26)

Puede demostrarse que, éon base en (12.23), la descomposicion del nimero de gra-
dos de libertad es la siguiente:

gl(STC) = gl(SCA) + gi(SCB) + gl(SCAB) + gl(SCE),

(nab — ) =(@—- D+ G-+ (@—- )b~-1) +ab(n ~ 1.

Para las suposiciones del modelo y la hipotesis de interés, SCA/a?, SCB/a?,
SCAB/o?, y SCE/o? son variables aleatorias independientes chi-cuadrada con (a —
1), (b-1),(a—-1) (b -1)yab(n -1) grados de libertad, para cada una. De acuer-
do con lo anterior, la estadistica de prueba para los efectos principales y de interac-
cion son los cocientes entre los cuadrados medios, correspondientes y cuadrado
‘medio del error y tienen una distribucion F. Al igual que para los casos anteriores,
una region critica de tamaiio « en el extremo superior de la region es la apropiada
para cada caso. Puede observarse que el resultado anterior sigue siendo valido al
examinar los valores esperados de los cuadrados medios. Para el caso de efectos fi-
jos, estos valores son los siguientes:

E(CME) = o2,
S al
a—1

E(CMA) = o? + nb

S B

b-1

; 3 3 (ap);;
(@—- Db -1

E(CMB) = % + na
E(CMAB) 2 4

Si no existe ninguna interaccion entre A y B (es decir, si (af);, = 0 paratodaiy
J), entonces CMAB y CME tienen el mismo valor esperado y los efectos son aditivos.
Pero si el cociente CMAB/CME tiene un valor suficientemente grande, esto sugeri-
ria una interaccion estadisticamente apreciable entre 4 v B y, por lo tanto,
debe rechazarse la hipotesis nula. De manera similar si o; = 0 para toda i, CMA ¥
CME tienen valores esperados iguales y no existe un efecto principal causado por 4.
Pero un cociente grande entre CMA y CME tiende a implicar aue el efecto principal
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atribuible a A es estadisticamente significativo. El mismo argumento es valido para
el efecto principal de B.

En la tabla 12.14 se encuentra un resumen del analisis de varianza para un disefio
factorial con dos factores. Aunque en la tabla se proporcionan férmulas de calculo
para cada fuente de variacion, la practica usual para realizarlos a mano es calcular
SCT mediante la féormula que aparece en la tabla 12.14 y SCTR de la formula

SCTR=122T§-_——4.
n= 5

Entonces puede obtenerse SCE al emplear (12.25). A su vez, mediante el empleo de
las formulas que aparecen en la tabla 12.14 se calculan SCA y SCB, y se obtiene
SCAB con base en (12.26).

Ejemplo 2.5 Se llevé a cabo una investigacion para determinar si pueden en-
contrarse diferencias apreciables en los salarios iniciales para contadores graduados
con base en el sexo, localidad del lugar de trabajo o la interaccion de los dos. El estu-
dio se llevo a cabo en grandes ciudades del noroeste, el oeste medio y el oeste. Se
piensa que sera suficiente un arreglo factorial en un disefio completamente aleatori-
zado. Se decide emplear los salarios iniciales de cuatro personas para cada una de las
seis combinaciones de tratamientos. Para asegurar que las unidades experimentales
son homogéneas, se seleccionaron personas con antecedentes muy similares en la
medida de lo posible. Tienen la misma edad y el mismo promedio de calificaciones
durante sus estudios; ninguno tenia experiencia profesional y todos se graduaron en

TABLA 12.14 Tabla ANOVA para un experimento factorial con dos factores completamen-
te aleatorizados

Fuente de

variacién gl SC CM Estadistica F
_.l_ 2 T~ I_:_
Factor A a — | nh < nab SCA fta — 1) CMA/CME
Ay 7 - _E_
Factor B b -1 na < nab SCB/th — I CMB/CME
[ - 1
- T —N'T
ns e ogp
Interaccion A8 ta — b - N S - 7’ SCAB/ta - b - 1} CMAB/CME
R N LA
na 7 nah
I <
SRSES ERLUEN
Error abtn i e Vi “ < L SCE /abtn - 1)
TZ
NN N —_—
Total nab — |\ e Yi nab

"
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TABLA 12.15  Salarios iniciales para contadores graduados (miles de dolares)

Noroeste Oeste medio QOeste Totales

Mujeres 15.2 14.9 16.2
16.8 16.2 159
15.5 15.6 . 16.8
14.9 15.3 : 15.8

~ Ty = 624 T,.= 62.0 T, = 64.7 T, = 189.1
Hombres 18.1 17.8 18.4
16.3 18.2 16.8
17.2 18.1 17.5
17.9 17.6 18.7

T|z = 69.5 Tzz. = 71.7° TJZ- = 714 T.z. = 212.6

Totales T,. = 1319 T,. = 133.7 T;. = 136.1 . 401.7

universidades del mismo nivel académico. Con base en la informacion de la muestra
proporcionada en la tabla 12.15, determinense cuales efectos son estadisticamente

apreciables.

Las sumas de interés aparecen en la tabla. Entonces

2
STC = 15.2* + 16.8 + --- + 18.7° — WOL7 32.8563,
62.4% + 69.57 + - + 71.42  401.7*
SCTR = 7 - =i = 24.7838,
SCE = 32.8563 — 24.7838 = 8.0725.
De manera similar,
89.12 + 212.62 401.7°
SC(SEX) = 189.1 o - = 23.0104,
31,92 + 133.7° + 136.1>  401.7°
SC(LOC) = [31.9 2 - = 1.11.

De esta forma

SC(LOC x SEX) = 24.7838 — 23.0104 — 1.11 = 0.6634.

La tabla del analisis de varianza se encuentra en la tabla 12.16. Con base en esta
informacion, puede concluirse que el Gnico efecto discernible estadisticamente en el

salario inicial se debe al sexo del graduado.

Debe notarse que el método de Scheffé para comparar las medias del nivel del
factor se extiende, en forma directa, a experimentos factoriales. También puede

et gty
T
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TABLA 12.16 Tabla ANOVA para el ejemplo 12.5

Fuente de .

variacion gl SC CcM Valor F
Localidad 2 1.11 0.555 1.24
Sexo. ; 1 23.0104 23.0104 N 51.31
Localidad X sexo 2 0.6634 0.3317 . 0.74
Error 18 8.0725 0.4485
Total 23 32.8563 f;)y) 1L1g = 8.29; _ﬂ)y) 2,18 — 6.01

efectuarse un analisis de residuos para los niveles de cada factor para verificar, entre
otras cosas, la hipotesis de varianzas iguales. Los residuos se obtienen mediante el
empleo de la relacion

€k = Yijk — Y-

En los casos que se han examinado hasta este momento, siempre se empleo el
cuadrado medio del error como el denominador del cociente F. Sin embargo, para
experimentos estadisticos que incluyen dos o mas factores, lo anterior no siempre es
valido. La estadistica F apropiada para un analisis de varianza depende, en forma
directa, de las esperanzas de los cuadrados medios de las fuentes de variacion, las
que a su vez dependen de si se consideran a los efectos correspondientes como fijos
o aleatorios.

Para experimentos factoriales con dos factores surgen tres situaciones distintas:
a) los niveles de ambos factores son de efectos fijos; b) los niveles de ambos factores
son de efectos aleatorios, o ¢) los niveles de un factor son de efectos fijos mientras
que los del otro son de efectos aleatorios. Ya se ha analizado la primera posiblidad.
Para las otras dos, los valores esperados de los cuadrados medios tanto para el mo-
delo de efectos aleatorios como para el modelo de efectos mixtos se proporcionan en
la tabla 12.17.

TABLA 12.17 Esperanzas de cuadrados medios para un factorial con dos factores: modelos
de efectos aleatorios o de efectos mixtos

Efectos aleatorios (A y B aleatorios) Efectos mixtos (A fijo, B aleatorio)
Fuente ECM Estadistica F ECM Estadistica F
A o’ + noly + nbol CMA/CMAB | o® + noly + nb ( 2“7” CMA/CMAB
i a —
B o’ + nols + nacj CMB/CMAB | ¢? + nac} CMB/CME
AB o+ noy CMAB/CME | o’ + nol, CMAB/CME
Error o o?
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Con base en el material de este capitulo, el procedimiento que se ha empleado
- para construir la estadistica de prueba es comparar dos cuadrados medios que, bajo
la*hip6tesis nula, tengan el mismo valor esperado, y bajo la hip6tesis alternativa, el

cuadrado medio del numerador tenga un valor esperado mucho més grande que-

el del denominador correspondiente. Si la hip6tesis nula es cierta, la estadistica tiene
una _distribuéién F con un nimero apropiado de grados de libertad. Con esto en
mente, los cocientes de cuadrados medios indicados en la tabla 12.17 deben ser ya
evidentes. Por ejemplo, considérese el caso de efectos aleatorios y, en particular, la
hip6tesis nula de que no existe variacion alguna entre todos los posibles niveles de A;
estoes, Hy: o2 = 0. Si H, escierta, entonces E(CMA) = ¢’ + naly,donde g2,
denota la varianza causada por la interaccidn entre A y B. Pero este valor esperado
es el mismo so6lo para E (CMAB) y no para £ (CME) bajo H,. Por otro lado, si
H, es falsa, E (CMA) es-mayor que E (CMAB). De acuerdo con lo anterior, la
estadistica de prueba apropiada para H, es CMA/CMAB.

Debe recordarse que er experimentos factoriales, el cuadrado medio del error
sera el denominador en el cociente de cuadrados medios para todos los efectos princi-
pales y de interaccion, sélo si los niveles de todos los factores son d-= efectos fijos. De
esta forma, en la fase de disefio de un experimento estadistico es muy importante la
seleccion de los niveles del factor, ya que tienen una influencia directa en el analisis.

Referencias

1. W. G. Cochran and G. M. Cox, Experimental designs, 2nd ed., Wiley, New York,
1957.

2. R. C. Hicks, Fundamental concepts in the design of experiments, 2nd ed., Holt,

Rinehart and Winston, New York, 1973.

R. L. Horton, The general linear model, McGraw-Hill, New York, 1978.

4. R. E. Kirk, Experimental design: Procedures for the behavioral sciences, Brooks/Cole,
Belmont, Calif., 1968.

5. J. Neter and W. Wasserman, Applied linear statistical models, Richard D. Irwin,
Homewood, Ill., 1974. ;

6. H. Scheffé, Analysis of variance, Wiley, New York, 1953.

7. H. Scheffé, A method for judging all contrasts in the analysis of variance, Biometrika
40 (1953), 87-104.

w

Ejercicios

12.1. Suponga que se asigna al lector la responsabilidad de investigar en una fabrica el efecto
que pueden tener diferentes cambios en la semana de 40 horas de trabajo, sobre la pro-
ductividad promedio en una gran fabrica. En forma especifica, se desean comparar
cinco dias a la semana, 4 dias a la semana y 3%-dias a la semana. Describa con gran de:-
talle su propuesta de disefio estadistico. Asegiirese de identificar los tratamientos, las u'm-
dades experimentales y otros factores importantes para llevar a cabo la investigacion.

12.2. Las estadisticas para accidentes indican que alrededor de dos terceras partes de los ac-
cidentes automovilisticos de consecuencias fatales en Estados Unidos son c'fxusadc?s porl
conductores en estado de ebriedad. Supoga que usted es comisionado para investigar ¢

g
%
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12.3.

12.4.

12.5.

12.6.

12.7.

grado en el que el alcohol afecta la habilidad de las personas para desempefiar fun-
ciones de rutina al conducir un automovil. Describase con gran detalle un diseflo esta-
distico para lograr esta tarea e indiquese como debe llevarse a cabo este experimento.

~Una compailia de seguros desea determinar si existen diferencias discernibles en el

namero de dias promedio que los pacientes que padecen una misma enfermedad per-
manecen en cuatro grandes hospitales de cierta area metropolitana. La compaiiia tam-
bién esta interesada en detectar cualquier efecto debido al sexo de los pacientes.
Describase con detalle un diseflo estadistico para lograr este objetivo. Asegirese de
identificar la naturaleza de cada factor, ya sea como de efecto fijo o aleatorio; escribase
el modelo y establézcase la hipbtesis por probar.

Una operacion de llenado tiene tres maquinas idénticas que se ajustan para vaciar una
cantidad especifica de un producto en recipientes de igual tamaflo. Con el proposito de
verificar la igualdad de las cantidades promedio vaciadas por cada maquina, se toman
muestras aleatorias, en forma periddica, de cada una. Para un periodo particular, se
observaron los da‘os que aparecen en la tabla 12.18.

TABLA 12.18 Datos de la muestra para el ejercicic 12.4

Magquina
A B C
16 18 19
15 19 20
15 19 18
14 20 20
19 19
19

a) Calculesey,, — ¥ y verifiquese que la suma de estas desviaciones paratoda iy jes
cero.

b) Estimese 7; paratoda j, y verifiquese que lasumade ni(y, — ¥.) sobretodaslasj
€s cero.

¢) Calcuilese, en forma directa, cada una de las tres sumas de cuadrados dadas en la
expresion 12.8 para verificar que STC = SCTR + SCE.

d) (Existen algunas diferencias estadisticamente significativas en las cantidades pro-
medio vaciadas por las tres maquinas? Empleése « = 0.05.

En el ejercicio 12.4, supdngase que se divide cada observacion entre 10. Demuéstrese si
esta operacion tiene algin efecto con las respuestas a las partes ¢ y d.

Para el ejercicio 12.4, constriyanse constrastes a su eleccion y empléese el método de
Scheffé para determinar si éstos son estadisticamente significativos.

Se pide a un laboratorio de prueba independiente que compare la durabilidad de
cuatro diferentes marcas de pelotas de golf. El laboratorio propone un experimento en
el que se seleccionan, en forma aleatoria ocho pelotas por cada fabricante y se ponen
en una maquina que golpea cada pelota con una fuerza constante. La medicion de inte-
rés es el niamero de veces que la maquina golpea la pelota antes de que su recubrimien-
to externo se rompa. En la tabla 12.19 se encuentra la informacion que se obtuvo al lle-
var a cabo el experimento.
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TABLA 12.19 Datos de la muestra para el ejercicio 12.7

Marca .

A B ' C . D

205 242 237 212
229 253 259 244
238 226 265, 229
214 219 229 272
242 251 218 255
225 212 262 233
209 ) 224 242 224
204 247 234 245

a) (Existe alguna razén para creer que la durabilidad promedio es diferente para
cada una de las cuatro marcas? Usese a = 0.05.

b) ¢Existe alguna razon p~ra *ndar de la suposicion de que las varianzas de los errores
son iguales?

Para determinar si existen diferencias en la cosecha promedio de tres variedades de
maiz, se dividio en tres partes iguales un area para siembra. A su vez, cada una de estas
partes se subdivide en otras cinco iguales entre si, y se siembra cada una con una va-
riedad de maiz. En el momento de la cosecha, la medicion de interés es el namero de
toneladas por acre. La tabla 12.20 es una tabla de analisis de varianza incompleta para
este problema.

TABLA 12.20. Tabla parcial ANOVA para el gjercicio 12.8

Fuente gl SC CM Valor F
Tratamientos 64
Error
Total 100

a) Escribase el modelo para este problema.

b) ¢Se esta satisfecho con las suposiciones? Hagase un comentario.

¢) Establézcase la hipotesis nula por probar.

d) Complétese la tabla ANOVA y determinese si puede rechazarse la hipotesis nula
para un nivel o = 0.01.

Se desea determinar si la cantidad de carbon empleado en la fabricacion de acero
tiene algin efecto en la resistencia a la tension de éste. Se investigaron cinco diferentes
porcentajes de carbon: 0.2, 0.3, 0.4, 0.5 y 0.6%. Para cada porcentaje de carbon se
seleccionaron, en forma aleatoria del mismo lote, cinco muestras de acero y se mi-
dieron las resistencias a la tension. Se obtuvo la informacion que se muestra en la tabla
12.21, donde la tension se encuentra en kilogramos por centimetro cuadrado.

a) Con base en esta informacion, determinese si el porcentaje de carbon tiene un
efecto estadisticamente significativo sobre la resistencia a la tension del acero. Usese
« = 0.0l. '

b) Si la réspues[a a la parte a es afirmativa,proponganse los contrastes relevantes y
pruébese su significancia estadistica.
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12.10.

12.11.

12.12,

TABLA 12.21 Datos de la muestra para el ejercicio 12.9

Contenido de carbon

0.2% 0.3% 0.4% 0.5% 0.6%
1240 1420 1480 1610 1700
1350 1510 1470 1590 1790
1390: 1410 1520 1580 1740
1280 1530 1540 1630 1810
1320 1470 1510 1560 1730

En el ejercicio 12.9, ;existe alguna razon para dudar de la suposicidn de varianzas
iguales?

Se selecciond una muestra al azar de un niimero de presidentes de compailias, en
cuatro diferentes areas geograficas de Estados Unidos, con el proposito de determinar
si el area tiene algun efecto sobre los ingresos anuales de estos altos ejecutivos. Se ob-
servaron los salarios anuales que se muestran en la tabla 12.22. Con la informacion
uada, proporcidnese un argumento, ya sea en contra o a favor, de si debe utilizarse la
técnica del analisis de varianza para determinar si el area tiene algin efecto sobre el
ingreso anual. Tratese de dar un apoyo sustancial en cualquiera de los dos casos.

TABLA 12.22 Datos de la muestra para el ejercicio 12.11 (miles de dolares)

Area
Noreste Oeste medio Sureste Oeste
140 93 78 85
125 135 112 72
95 68 s7 97
110 53 97 105
59 115 52 62

En una planta industrial se desea determinar si diferentes trabajadores con el mismo
nivel de habilidad tienen algln efecto sobre el niimero de unidades que se espera que
produzcan durante un periodo fijo. Se lleva a cabo un experimento en el que se selec-
cionan al azar cinco trabajadores y se observa el niimero de unidades que cada uno
produce en seis periodos con la misma duracion, produciéndose los resultados que se
encuentran en la tabla 12.23.

TABLA 12.23 Datos de la muestra para el ejercicio 12.12

Trabajador
1 2 3 4 S
45 52 39 57 48
47 SS 37 49 44
43 58 46 52 55
48 49 45 50 53
S0 47 42 48 49

44 57 41 55 52
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a) :Escribase el modelo para este problema y expliquese cada término.

b) Establézcase la hipotesis nula por probar.

¢) Determinese si puede rechazarse la hipétesis nula para un nivel « = 0.05.

d) ¢Qué fraccion de la varianza en el nimero de unidades producidas es atribuible a di-
ferencias entre los trabajadores?

~

Desde el incremento en los precios de la gasolina se han desarrollado varios dispositi-
vos, los cuales se colocan en los carburadores de los automoviles, con el propdsito de
aumentar el rendimiento de éstos. Una empresa selecciona tres de los dispositivos mas
populares para someterlos a prueba. La empresa desea comparartos con los carburado-
res estandar, con el prop6sito de determinar si existe un incremento apreciable de
millas por galdn de gasolina con el uso de estos dispositivos. La compafiia selecciona
cinco tipos de automoviles para el experimento. Para controlar la variacion, se planea
utilizar el mismo conductor para todo el experimento.

TABLA 12.24 Datos de la muestra para el ejercicio 12.13 (millas por galon)

] Carburador
Automovil estandar Dispositivo A Dispositivo B Dispositivo C

1 18.2 18.9 19.1 20.4
2 27.4 27.9 28.1 , 29.9
3 35.2 34.9 35.8 38.2
4 14.8 15.2 14.9 17.3
5 25.4 24.8 25.6 26.9

a) Hégase un bosquejo del plan especifico para realizar este experimento.

b) Supodngase que se observan los datos que se encuentran en la tabla 12.24. Escribase
el modelo y establézcase la hipotesis nula por probar. ;Puede rechazarse la hipotesis
nula para un nivel @ = 0.05.

¢) Si se rechaza la hipotesis nula de la parte b, constriiyanse por lo menos dos contras-
tes relevantes y pruébese su significancia estadistica.

En el ejercicio 12.13, supdngase que no se ha considerado el automovil como una fuen-
te viable de variacion en el rendimiento observado y muéstrese si esta omision tiene al-
gan efecto con la respuesta a la parte b.

Los cigarrillos producen cantidades apreciables de monoxido de carbono. Cuando se
inhala el humo del cigarrillo, el monoxido de carbono se combina con la hemoglobina
para formar carboxihemoglobina. En un estudio reciente,* los investigadores deseaban
determinar si una concentracion apreciable de carboxihemoglobina reduce la toleran-
cia al ejercicio en aquellos pacientes que sufren de bronquitis cronica y enfisema. Se se-
leccionaron siete** de estos pacientes y, en un ambiente controlado, se les pidid que
caminaran durante 12 minutos respirando una de las siguientes cuatro mezclas gaseo-
sas: aire, oxigeno, aire mas monoxido de carbono (CO) u oxigeno mas monoxido de
carbono. La cantidad de mondxido de carbono respirado fue suficiente para elevar la
concentracion de carboxihemoglobina de cada sujeto en 9%. Para controlar el consu-
mo de monodxido de carbono, se pidi6 a los siete fumadores que dejaran de fumar 12
A.*Calverly, R. J. E. Leggett, and D. C. Flenley, Carbon monoxide and exercise tolerance

in chronic bronchitis and emphysema, Brit. Med. J. 283 (1981), 877-880.
** El estudio completo se llevo a cabo con 15 sujetos.
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12.16.

12.17.

horas antes del experimento. Los datos que figuran el la tabla 12.25 representan las dis-
tancias caminadas por los sujetos en 12 minutos para cada condicion.

TABLA 12.25 Datos de la muestra para el ejercicio 12.15 (en litros)

Mezcla gaseosa

Sujeto Aire Oxigeno Aire + CO Oxigeno + CO
1 835 874 750 T 854
2 787 827 755 829
3 724 738 698 726
4 336 378 210 279
5 252 315 168 336
6 560 672 558 642
7 336 341 260 336

a) Escribase el modelo para este problema.

b) ¢Puede rechazarse la hipotesis nula de que no existe algiun efecto, debido a la
mezcla de gas, en la distancia caminada durante el lapso de 12 minutos para un
nivel de « = 0.05?

¢) Llévese a cabo una prueba F conservadora para la hipotesis nula. ¢Es la conclusion
diferente a la de la parte b? :

d) Si la respuesta a la parte b es si, constriyanse los contrastes pertinentes y empléese
el método de Scheffé para determinar si éstos son estadisticamente significativos.

Se desea determinar si existen diferencias apreciables en los precios promedio entre
cuatro grandes supermercados en una ciudad dada. De los articulos de la misma marca
que se venden con regularidad, se seleccionan al azar 10 y se observan sus precios uni-
tarios en cada supermercado. Se obtiene la informacion que figura en la tabla 12.26.

a) Escribase el modelo para este problema.

b) Establézcase una hipdtesis nula apropiada y determinese si ésta puede rechazarse
para un nivel de « = 0.01.

¢) Determinense todos los residuos y hagase la grafica de éstos para cada tratamiento y
para cada bloque. Hagase un comentario sobre sus resultados.

TABLA 12.26 Datos de la muestra para el ejercicio 12.16 (en dblares)

Supermercado
Articulo A B C D
| 3.29 3.42 3.27 3.35
2 0.59 0.65 0.59 0.60
3 1.25 1.29 1.25 1.27
4 4.35 4.59 4.29 4.49
5 0.89 0.95 0.89 0.89
6 1.85 1.79 1.89 1.89
7 0.95 0.89 0.89 0.90
8 0.75 0.79 0.69 0.79
9 235 2.35 2.39 2.39
10 1.49 1.55 1.55 1.49

En el ejemplo que sirvié como introduccion en la seccion 12.6, supongase que se selec-
cionan en forma aleatoria 12 componentes del mismo lote y en grupos de tres se asig-
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nan a las cuatro combinaciones de hornos y temperaturas. Los tiempos de duracién de
los componentes se encuentran en la tabla 12.27.

TABLA 12.27 Datos de la muestra para el

N . ) ejercicio 12.17 (en horas)

o 0:

T, 6.29 “ 5.95 .
6.38 6.05 [
6.25 5.89

T, 5.80 6.32
5.92 6.44
5.78 6.29

a) Escribase el modelo apropiado para este problema.

b) Establézcase la hipotesis por probar.

¢) Determinese la tabla del analisis de varianza y obténganse conclusiones apropiadas.
Empléese a« = 0.05.

12.18. En el ejercicio 12.3, supongase que se obtuvo la informacion proporcionada en la tabla
12.28 para pacientes seleccionados al azar, que padecen la misma enfermedad.

TABLA 12.28 Datos de ia muestra para el ejercicio 12.18. Duracion de la hospitalizacion en dias en
cuatro hospitales.

Hospital A Hospital B Hospital C Hospital D
Hombres 7 9 10 6
10 9 8 7
8 12 12 6
1 14 13 9
Mujeres 9 1t 13 8
12 12 11 9
12 14 14 8
1 13 14 10

a) Determinese qué efectos son estadisticamente discernibles a un nivel de « = 0.01.
b) Determinense todos los residuos y hagase la grafica de éstos para cada hospital.
¢ Qué conclusion puede dar?

12.19. El objetivo de un experimento de agricultura fue determinar si existian diferencias apre-
ciables en la cantidad de trigo cosechado, de entre cuatro variedades y tres tipos de fer-
tilizantes. Para el experimento se encontrd una area muy grande de siembra en la que
las condiciones del suelo eran, practicamente, homogéneas. El area fue dividida en 12
zonas de igual tamafio para las 12 combinaciones de variedad de trigo y tipo de fertili-
zante. Para medir el error experimental, cada zona se dividi6 a su vez en cuatro y cada
una de éstas recibi6 el mismo tratamiento. Las tres clases de fertilizante se selecciona-
ron, en forma aleatoria, de entre un niimero relativamente grande de fertilizantes, pero g
el interés no se extendid mas alla de las cuatro variedades de trigo seleccionadas para el i
experimento. En el momento de la cosecha se observaron los datos que aparecen en la ;
tabla 12.29.
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TABLA 12.29 Datos de la muestra para el ejercicio 12.19
(toneladas por acre)

Variedad de trigo
Fertilizante A B C D
1 35 45 24 55
; 26 39 23 48
38 39 36 39
: 20 43 29 49
2 55 64 58 68
44 57 74 6l
68 62 49 60
64 61 69 75
3 97 93 89 82
89 91 98 78
92 82 85 89
99 98 87 92

a) Escribase el modelo apropiado para este problema.

b) Establézcase la hipotesis nula por probar.

¢) Determinese la tabla de analisis de varianza y obténganse las conclusiones apro-
piadas. Usese o = 0.05.

12.20. En el ejercicio 12.19, ;Como puede cambiar la respuesta a la parte c, si

a) (Se supone que las variedades son de efectos aleatorios, y los tipos de fertilizante
son de efectos fijos?

b) iSe supone que ambos son de efectos fijos?

¢) (Se supone que ambos son de efectos aleatorios?



CAPiTULO TRECE

Anahsls de regresmn
el modelo lineal 51mple

\ 13.1 Introduccion

En el capitulo anterior se desarrollaron los criterios basicos para el disefio estadistico
de experimentos. En este capitulo se examinaran las asociaciones cuantitativas entre
un namero de variables, lo que en la terminologia estadistica se conoce como andlisis
de regresion.

- Aunque en muchas disciplinas se estan realizando experimentos diseftados en
forma estadistica, la precision en la comparacion que en forma general se requiere,
evita el empleo de estos disefios en muchas situaciones. Investigar el efecto simulta-
neo de varios factores con base en las técnicas del analisis de varianza requiere de la
suposicion de que los datos se han colectado en arreglos balanceados y que se lleva-
ron a efecto los procedimientos de aleatorizacién adecuados. En forma obvia, lo an-
terior es deseable si puede cumplirse, pero muchas veces es impractico. En realidad,
a lo que en general se enfrenta el experimento es a un conjunto de datos que de mane-
ra comun, no espera que hayan sido observados bajo condiciones estrictamente con-
troladas y los que, salvo en ciertas ocasiones, no contienen ninguna réplica real que
permita una estimacioén apropiada del error experimental. Bajo estas condiciones,
los métodos mas apropiados son el de minimos cuadrados y el analisis de regresion,
y no los del analisis de varianza.

El propbsito de este capitulo radica en proporcionar los conceptos y metodologia
basicos para extraer de grandes cantidades de datos las caracteristicas principales de
una relacion que no es evidente. De manera especifica, se examinaran técnicas que
permitan ajustar una ecuacion de algin tipo al conjunto de datos dado, con el pro-
posito de obtener una ecuacion empirica de prediccién razonablemente precisa y que
proporcione un modelo tedrico que no esta disponible. Se supondra la existencia de
un conjunto de 7 mediciones y,, y,, ..., ¥, de una variable respuesta Y, las cuales
se han observado bajo un conjunto de condiciones experimentales (x;, Xz, ..., Xx)
que representan los valores de k variables de prediccion. El interés recae en determi-
nar una funcién matematica sencilla, por ejemplo un polinomio que describa, en
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forma razonable, el comportamiento de la variable respuesta, dados los valores de
las variables de prediccion. Noétese que la ecuacion que se obtiene por esta forma
puede tener algunas limitaciones con respecto a su interpretacion fisica; sin embar-
£0, en un medio empirico, sera muy til si puede proporcionar una adecuada capaci-
dad de prediccion para la respuesta en el interior de una region especificada de las
variables de prediccion. :

A pesar de que no se encuentra problema alguno con las designaciones comunes de
variable dependiente e independiente para Yy x, respectivamente, se preferira deno-
minarlas como variable de respuesta y de prediccion, ya que en la regresion solo
puede asociarse un valor de Y con uno de prediccion x; no es posible establecer una
relacion causa-efecto entre la Y'y las x. Algunos ejemplos proporcionaran una idea
del por qué obtener una relacion causa-efecto se encuentra mas alla del alcance del
analisis de regresion. De manera obvia, existe una relacion entre la altura y el peso
de los seres humanos, pero ;implica esta relacién, por ejemplo, que pueda cambiar
la altura de una persona si se modifica su pesu? Tainbién se tiene una relacion entre la
cantidad de gas bruto que se consume en cierta area de alguna ciudad y la tem-
peratura atmosférica promedio, pero ;significa esto que es posible aumentar la
temperatura mediante la reduccion del consumo de gas? También puede existir algu-
na relacion entre un factor econdmico en particular y un ciclo financiero, pero
(implica lo anterior que el factor econémico ‘‘causa’’ el ciclo financiero?

La esencia de los ejemplos anteriores esta en el hecho de que el analisis de regre-
sion so6lo descubre una asociacion entre la variable de respuesta y las variables de
prediccion, en lugar de detectar una relacion causa-efecto. La causalidad implica
que un cambio en las x causara uno correspondiente en la variable respuesta. Por
ejemplo, cuando se calienta un metal éste se expande; en este caso no existe ninguna
duda de que establecer una relacion causa-efecto es muy importante. Pero en forma
desafortunada, lo anterior generalmente no puede llevarse a cabo con base en un
analisis estadistico, a menos que se efectiie un experimento rigurosamente controla-
do. Un ejemplo de lo anterior, es la relacion que existe entre fumar y el cancer pul-
monar. La evidencia que se tiene resulta abrumadora con respecto a que el fumador
cronico (prediccion) esta estadisticamente ascociado con una alta incidencia de can-
cer pulmonar (respuesta). La industria cigarrera argumenta, en contra de estos
hallazgos, que todavia no existe una relacion de tipo causal entre fumar mucho y la
incidencia de cancer pulmonar.

El enfoque que se utilizara en este capitulo, asi como en el siguiente, se limitara a
establecer el grado de asociacidn que existe entre variables, sin tomar en cuenta la
nocion de causalidad. En este capitulo se examinaran los fundamentos del analisis
de regresion para el modelo con una sola variable de prediccién. En el capitulo 14 se
estudiara lo que se conoce como el modelo lineal general en el que se supone que una
respuesta dada es una funcion de varias variables de prediccion.

13.2  El significado de la regresion y suposiciones basicas

Si los métodos de regresion son tan ttiles en la practica, debe comprenderse su signi-
ficado y las suposiciones bajo las cuales se han desarrollado. Las técnicas de regre-
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sion proporcionan medios legitimos a través de los cuales pueden establecerse aso-
ciaciones entre las variables de interés en las cuales la relacion usual no es causal. La
palabra ‘‘regresidn’’ se usO por primera vez en este contexto por Francis Galton
(1822-1911) en sus estudios biologicos sobre la herencia. En ellos se not6 que las ca-
racteristicas promedio de la siguiente generacion de un grupo en particular tendian a
moverse en la direccion de las caracteristicas promedio de la poblacién general, mas
que hacia las de la generacion previa de ese grupo. Esta tendencia fue referida como
una regresion hacia la media de la poblacion.

De manera basica, la regresion tiene dos significados: uno surge de la distribu-
cion conjunta de probabilidad de dos variables aleatorias; €l otro es empirico y nace
de la necesidad de ajustar alguna funcion a un conjunto de datos. Para ilustrar el
primer significado se tratara de predecir el salario anual de un profesionista dado
el nimero de aflos que han transcurrido desde su graduacion. Sea X el numero de
aflos y Y el salario anual. Debe ser obvio que para un valor dado de x es imposible
predecir, de manera exacta, el salario anual de una persona en particular. Sin embar-
g0, es posible predecir el salario promedio de todos aquellos individuos para los que
el nimero de afios x que han transcurrido desde su graduacion es el mismo. En otras
palabras, para cada valor de x existe una distribucion de ingresos anuales y lo que
se busca es la media de esa distribucion, dado x. La grafica de la media condicional
E(Y|x) como una funcion de x recibe el nombre de curva de regresion deY sobre X.
De esta forma, si f(x, y)es la funcion de densidad conjunta de probabilidad de X'y
Y; ysi f(y|x) esla funcién de densidad condicional de Y dado x, se define la curva
de regresion como

B = [ sftrln dy.

Ejemplo 13.1 Considérese la funcién de densidad conjunta de probabilidad dada
por
2x O<x<y<l,

S, y) = {

0 para cualquier otro valor
Obténgase la curva de regresion de Y sobre X.

Dado que

fOxr]0 = flx, »)/f(0).

entonces
1

Selo) = Lf(x, v)dy = j 2xdy = 2x(1 — x),

X

2x 1

ol = s STy
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Por lo tanto, la curva de regresion es
' :
Brln = [ (- 07ydy = + 072,

la cual es una linea recta con pendiente e interseccion igual a 1/2.

El segundo significado de 1a regresion es mucho mas practico que el primero. En
¢l no se tienen los elementos necesarios para determinar la curva de regresién tal
como se hizo en el ejemplo 13.1. No obstante, dado un conjunto de datos, puede
asumirse una forma funcional para la curva de regresion y entonces tratar de ajustar
ésta a los datos. En estas situaciones, la variable respuesta es una variable aleatoria
cuyos valores se observan mediante la seleccion de los valores de las variables de pre-
diccioén en un intervalo de interés. Por lo tanto, las variables de prediccion no se con-
sideran como variables aleatorias, sino que éstas son un ccnjunto de valores fijos
que representan los puntos de observacion para la variable respuesta. El modelo de
regresion propuesto debe ser relativamente sencillo y debera contener pocos para-
metros. Un procedimiento muy til para la seleccion inicial cuando se tiene sélo una
variable de prediccion es graficar la variable respuesta contra la variable de predic-
cion. Si esta grafica revela una tendencia lineal, debera suponerse un modelo de
regresion lineal. Si es evidente alguna curvatura, debera suponerse un modelo
cuadratico o de mayor grado para ajustarse a los datos.

; Una vez que se ha seleccionado el modelo, la siguiente tarea es 1a de obtener esti-
maciones para los parametros que intervienen en el mismo. Una técnica muy acepta-
da para este proposito es el método de minimos cuadrados (MC). Este método en-
cuentra las estimaciones para los parametros en la ecuacion seleccionada mediante la
minimizacion de la suma de los cuadrados de las diferencias entre los valores obser-
vados de la variable respuesta y de aquéllos proporcionados por la ecuacién de pre-
diccion. Estos valores se conocen como los estimadores por minimos cuadrados
(EMC) de los parametros. Los estimadores por minimos cuadrados poseen ciertas
propiedades deseables, pero para determinarlas es necesario formular las siguientes
suposiciones:

1. Se ha seleccionado la forma correcta de la ecuacion de regresion. Esto impli-
ca que cualquier variabilidad en la variable respuesta que no pueda explicarse me-
diante el empleo de la ecuacion de regresion, se debe a un error aleatorio. Por
ejemplo, se sabe que la distancia d que recorre un objeto en un tiempo ¢, esta dada
por la siguiente relacion

d = BO + Blty
donde B, es la velocidad promedio y 8, es la posicion del objeto para ¢t = 0. Si no
fuese posible medir d en forma precisa para un valor dado de ¢, pero se observo un

valor
y=d+ &,

donde ¢ es el error aleatorio, se ha seleccionado la forma correcta de la ecuacion de
regresion y el problema se reduce a estimar los valores de 8, y 8,.Sin embargo, rara
es la vez que el problema resulta ser tan sencillo.



13.2 El significado de la regresion y suposiciones bdsicas 447

Por ejemplo, si se tiene interés en predecir la cantidad de ozono que se encuentra
en la estratOsfera, como una funcién de los niveles de concentracion de los constitu-
yentes quimicos de ésta en cierto momento del dia, la ecuacion por seleccionar sera,
en primera instancia, una conjetura. El error no puede considerarse como puramen-
te aleatorio ya que pueden existir variaciones sistematicas por causa de errores en el
modelo. Algunos de los valores de la variable de respuesta proporcionados por la
ecuacion de prediccion estaran sesgados ya que las estimaciones de los parametros
también se encuentran sesgadas.

2. Los datos que se observan son comunes en ¢l sentido en que constituyen una
muestra representativa de un medio acerca del cual el investigador desea generalizar.
Si el investigador sabe que los datos no son representativos, el comportamiento ge-
neral del mecanismo puede encontrarse mas alla del alcance de los datos.

3. Los valores observados de la variable respuesta no se encuentran estadistica-
mente correlacionados. Se supone que cada valor observado esta constituido por un
valo. reul y una componente aleatoria. L.a componente alea‘oria consiste en una va-
riable aleatoria no observable; entonces la covarianza entre cualesquiera dos observa-
ciones Y; y Y;, o entre los correspondientes errores aleatorios ¢; y €;, es cero para
toda # j. ‘

4. Paratodai = 1,2 ...n, la media de ¢; es cero y la varianza de ¢; es o*. Esta
altima recibe €l nombre de varianza del error y, generalmente, no es conocida.
Dado que las variables de prediccion no son variables aleatorias, la varianza de Y;
también es o’ para toda i y de esta forma es independiente del punto de observa-
cion. Si no es posible formular la suposicion de que la varianza es constante para las
- ohservaciones de la variable respuesta, generalmente se emplea el método de mini-
mos cuadrados con factores de peso. Este tema se estudiara con cierto detalle en el
capitulo 14.

5. Los puntos de observacion o los valores de las variables de prediccion son
fijos o se seleccionan con anticipacion y se miden sin error. Para muchas situaciones
practicas, ambas condiciones no se cumplen. Afortunadamente, el método de mini-
mos cuadrados sigue siendo valido siempre y cuando los errores en los valores de las
X sean pequefios al compararse con los errores aleatorios y dado que éstos no depen-
dan de los parametros del modelo.

A manera de comentario final sobre las suposiciones del procedimiento MC, se
consideraran s6lo minimos cuadrados lineales, donde la palabra “lineal’’ significa
que el modelo seleccionado es lineal en los parametros. La frase ‘‘lineal en los para-
metros’’ significa que ningin parametro en el modelo aparece como un exponente 0
es multiplicado por o dividido entre cualquier otro parametro. Por ejemplo, los mo-
delos

Y=p8,+Bx + ¢,
Y =8+ Bix + Bx* + g,
Y =8, + Binkx) + ¢,

Y=0+Bixi+ B+ Bixyx; + ¢
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son lineales en los parametros By, B8, B2, ¥ B3, pero el modelo
' Y= Boexp(ﬁ,x) + &
no lo es debido a que el parametro 8, aparece como un exponente.

i

13.3 Estimacion por minimos cuadrados para el modelo lineal simple

En esta seccion se estudiara la estimaciéon por minimos cuadrados para el modelo li-
neal simple en el que solo se tiene una variable de prediccion, y se supone una
ecuacion de regresion lineal. Por ejemplo, los estudiantes universitarios que apren-
den mas rapido tienen mejores calificaciones promedio (CP) y por lo tanto, mejores
oportunidades de obtener buenos empleos después de graduarse. Supéngase que los
datcs g2 se encuentran en la tabla 13.1 representan las calificaciones promedio de
15 recién graduados y sus correspondientes salarios iniciales.

Para este ejemplo, la variable respuesta es el salario inicial y la variable de pre-
diccidn potencial es la calificacion promedio. Estas Gltimas se seleccionaron de tal
manera que reflejen un amplio intervalo. Se desea determinar una ecuacion de re-
gresion para el salario inicial promedio como una funcién de la calificacion prome-
dio. Dado que se ha propuesto solo una variable de prediccion, graficar los datos
puede ser Gtil en la seleccion inicial de un modelo de regresion. La grafica de los sala-
rios iniciales contra las calificaciones promedio se muestra en la figura 13.1. Debe
notarse que esta grafica fue realizada por un paquete estadistico para computadora
conocido como ‘‘minitab’’. Aunque no es tan sofisticado como SAS, Minitab es
muy facil de usar y se recomienda para llevar a cabo analisis preliminares de regre-
sion, entre otras aplicaciones.

TABLA 13.1 Datos de la muestra para un
modelo lineal simple (miles de dolares)

CcP Salario inicial
2.95 18.5
3.20 20.0
3.40 211
3.60 22.4
3.20 21.2
2.85 15.0
310 18.0
2.85 18.8
3.05 15.7
2.70 14.4
2.75 15.5
310 17.2
3.5 19.0
2.95 17.2
2.75 16.8
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Calificacion promedio

TABLA 13.1 Salario inicial contra calificacion promedio

A pesar de que esta grafica muestra una gran dispersion,* se observa una tenden-
cia lineal. De acuerdo con lo anterior se supondra un modelo de la forma

Yi=B,+ B, +¢& i=1.2....n (13.1)

donde Y; es la -ésima observacion de la variable respuesta, la cual corresponde al i-
ésimo valor x; de la variable de prediccion, ¢; es el error aleatorio no observable aso-
ciado con Y;:y B, ¥ B, son los parametros desconocidos que representan la inter-
seccion y la pendiente, respectivamente. La expresion (13.1) se conoce como modelo
lineal simple, debido a que es lineal en los parametros y se tiene so6lo una variable de
prediccion.

Cada observacion Y, es una variable aleatoria que es la suma de dos componen-
tes; el término no aleatorio B, + B,x;. y lacomponente aleatoria &,. Si & fuera un

* Por esta razon, este tipo de grafica se conoce como grafica de dispersion.
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valor igual a cero, la observacion Y; se encontraria precisamente sobre la linea de re-
gresion B, + B,x;. Por lo tanto, ¢; es la distancia vertical de la observacion a la
linea de regresion. Dado que se supone

EE) =0, Var(g) =0o®> i=12,..,n,

’ Cov(e;e) =0 i #j;
entonces
E(Y) = EBy + Bix; + &) = Bo + Bixis
CowY,, Y)) =a i#],
y

Var(Y;) = Var(By + Bix; + &) = Var(e;) = 2.

El altimo resultado surge del hecho de que la varianza de una variable aleatoria
no varia con respecto a la localizacion; en este caso, el corrimiento en localizacion
esta proporcionado por el téermino no aleatorio 3, + f3,x;. Por lo tanto, en términos
reales, lo que se supone es que para cada calificacion promedio x existe una distribu-
cion de probabilidad para los salarios iniciales cuya media es una funcion lineal de x

iy cuya varianza es la misma para toda x. El modelo proporcionado por (13.1) debe
considerarse s6lo como una seleccion inicial para la forma funcional de la curva de
regresion. Con base en analisis mas apropiados, los cuales se examinaran mas ade-
lante, puede ser necesario hacer ajustes y éstos a su vez pueden dar como resultado
una ecuacion final de prediccion diferente de la del modelo inicial.

Para obtener los estimadores de minimos cuadrados de By y 8, se generalizara
un conjunto de datos consistente en n pares (x,, y,), (X2, ¥2), ..., (x,, ¥,), donde
los valores de y son las observaciones de la variable aleatoria respuesta. El método
de minimos cuadrados considera la desviaciéon de la observacion Y; de su valor
medio y determina los valores de 8, ¥ 8, que minimizan la suma de los cuadrados
de estas desviaciones. La i-ésima desviacion o error es

g=Y - (,Bo + lei), (13.2)

y la suma de los cuadrados de los errores es

el = 2 (Y= Bo — Bix). (13.3)

Los estimadores de minimos cuadrados de By y 8, se obtienen mediante la diferen-
ciacion de (13.3) con respecto a 3, y 8, y después al igualar cada derivada parcial
con cero, es decir

aT el

3 By = _ZZ(Y,"BO—BVV:'):O,
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¢!
3 B

donde B, y B, son los estimadores de minimos cuadrados* de B, y 8., respectiva-
mente. Al simplificar y distribuir las sumas en estas ecuaciones, se tiene

= =22 x(Y; = By~ Bix) = 0

_nBo+B|2x,'

i=1 i=1

™
B
|

y (13.4)

EXIYi_BOE'xi-"BIEX?-

i=1 i=1 i=1

Las dos ecuaciones dadas por (13.4) se conocen como ecuaciones normales.

Dadas las realizaciones y,, y,, ..., y,, las ecuaciones pueden resolverse para los
estimados de minimos cuadrados b, y b,. Si se dividen ambos mienbros de la pri-
mera ecuacion entre n, se obtiene

entonces el estimador de minimos cuadrados de B, es
n n
2 Yi 2 X;

by="— — b= =5 - bx. (13.5)
n n

Al sustituir by en la segunda ecuacion de (13.4) se obtiene

S s (Ey' bP*)zx c b S

la que, después de resolver para b,, se reduce a

> xy - > ;- XNy — )
b, = = . — iz , (13.6)

] ( 5_: xi)z DIREAS

i=1

* Muchos autores prefieren designar a los estimadores de minimos cuadrados con letras cursivas minas-
culas. Para mantener la consistencia de la notacion con respecto a los capitulos anteriores se designar4 al
estimador de minimos cuadrados con una letra cursiva en mayuscula y el tipo en minascula para el esti-
mado MC.
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Los valores dados por (13.5) y (13.6) son aquellos que minimizan la suma de los cua-
drados de los errores.

Dados los estimadores de minimos cuadrados B, y B, para la interseccion y la
pendiente, respectivamente, la recta de regresion estimada para el modelo (13.1) es

f’i = By + B\x; (13.7)

donde f’,- es el estimador para la media de la observacion Y;, la cual corresponde al
valor x; de la variable de prediccion. Notese que si se sustituye (13.5) por B, en
(13.7) se obtiene una forma alternativa para la recta de regresion estimada, la cual
se encuentra dada por

?iZY“BIE'*'le,‘

Y + B,(x; - X). (13.8)

Con base en (13.2), la diferencia entre la realizacion y; y el valor estimado y; es
un estimador del correspondiente error. Este estimador se conoce como el i-ésimo
residual y se denota por

&=y — Yi (13.9)

De nuevo, noétese que los residuos no son estimados en el sentido clasico de la esti-
macion’ de parametros (fijos), sino que son estimadores de los valores de las varia-
bles aleatorias no observables g;, los cuales se obtienen de la recta de regresion
estimada. Los residuos ¢;, e,, ..., ¢, son muy importantes debido a que proporcio-
nan una abundante informacion sobre lo que puede faltar del modelo de regresion es-
timado. Mas adelante se daran mas detalles con respecto a lo anterior. En este mo-
mento se ilustraran los pesos de calculo para obtener la recta de regresion estimada para
el modelo lineal simple empleando para ello los datos de los salarios. El prop6sito de
esto radica en familiarizar al lector unicamente con el procedimiento de calculo. De lo
contrario, se puede hacer uso de algiin paquete estadistico para computadora. Posterior-
mente, se presentara un listado de computadora para este ejemplo.

En la tabla 13.2, se incluyen los calculos basicos necesarios para obtener los esti-
madores de minimos cuadrados de la interseccion y la pendiente. Las Gltimas cuatro
columnas de esta tabla no son necesarias para la determinacion de b, y b, éstas se-
ran empleadas después en otro contexto.

Mediante el empleo de (13.5) y (13.6) el estimador de minimos cuadrados para la
pendiente es

(45.6)%(270.8)

b, = (4512)2 = 8.12
139.51 — ———
15
y el correspondiente estimado de minimos cuadrados para la interseccion es
270. 45.6
by = 108 (8.[2)T5- = — 6.63.

15 5
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TABLA 13.2 Calculos basicos para obtener los estimadores de minimos cuadrados b, y b,
(con.base en los datos de salarios dados en la tabla 13.1) )

Salario Cuadrado del

CP  Salario " estimado Residuo residuo
2 ~ -~ P
X ¥i Xy x; ¥ 9 vi— % (- %)

-2.95 18.5 54.575 8.7025 342.25 17.32 118 1.3924
3.20 20.0 64.000 10.2400 400.00 19.3§ 0.65 0.4225

3.40 21.1 71.740 11.5600 445.21 20.98 0.12 0.0144
3.60 22.4 80.640 12.9600 501.76 2260 —0.20 0.0400
3.20 21.2 67.840 10.2400 449.44 19.35 1.85 3.4225
2.85 15.0 42.750 8.1225 225.00 16.51 —1.51 2.2801
3.10 18.0 55.800 9.6100 32400 1854 054 0.2916
2.85 18.8 53.580 8.1225 353.44 16.51 2.29 5.2441

3.05 15.7 47.885 9.3025 246.49 18.13 -2.43 5.9049
2.70 14.4 38.880 7.2900 20736 15.29 -0.89 0.7921
2.75 15.5° 42.625 7.5625 240.25 15,70 -0.20 0.0400
310 17.2 53.320 9.6100 295.84 18.54  —-1.34 1.7956
315 19.0 . 59.850 9.9225 361.00 18.95 0.05 0.0025
2.95 17.2 50.740 8.7025 295.84 17.32  —0.12 0.0144
2.75 16.8 46.200 7.5625 28224  15.70 1.10 1.2100

Totales 45.6 270.8 °830.425  139.5100  4970.12 270.79 0.01" 22.8671

De acuerdo con lo anterior, la ecuacion estimada de regresion es
¥,= — 6.63 + 8.12 x,. (13.10)

Al intentar interpretar esta ecuacion se tiene que los valores $; son los estima-
dores para las medias de las distribuciones de probabilidad de los salarios iniciales
correspondientes a las calificaciones promedio x;. Tener una interseccion negativa
resulta fastidioso, ya que, por ejemplo, si x = 0.5, § = —2.57, lo cual es absur-
do. Pero las calificaciones promedio en este conjunto de datos varian de 2.70 a 3.60,
por lo tanto, cualquiera que sea la validez que tiene la ecuacion estimada de regresion
al predecir los salarios iniciales promedio se mantiene, para todos aquellos valores de
X que se encuentren entre 2.70 y 3.60. En la practica, muchas veces se desea predecir
la respuesta mas alla del intervalo de valores de x para los cuales se obtuvo la
ecuacion estimada de regresion. Si un valor de x se encuentra muy cercano a este in-
tervalo, la prediccion tendra cierta validez. De otra forma, ésta debe verse con
mucho cuidado, ya que la ecuacidn de regresion estimada puede no ser apropiada
para un intervalo de valores mas amplio de la variable de prediccion.

La interpretacion del valor estimado de la pendiente es directa. El incremento €s-
timado en el salario inicial promedio para cada aumento igual a una unidad de la ca-
lificacion promedio es de 8 120 dolares.

La tercera columna de la derecha en la tabla 13.2, contiene los salarios prome-
dio estimados para cada calificacibn promedio dada por (13.10). Por ejemplo, si
x = 2.95, el salario inicial estimado promedio es ¥ = —6.63 + 8.12(2.95)=(13.9).
miles de délares. Dado que el correspondiente valor observado es 18.5, de (13-9?,
e = 18.5 — 17.32 = 1.18 eselresiduo parax = 2.95. En otras palabras, el valor resi-

e
o
B
N
i

!
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dual 1.18 es la distancia vertical que existe entre la observacion 18.5 y el punto
sobre la recta estimada de regresion para x = 2.95. Los otros residuos se obtienen de
la misma manera y tienen significados similares. La figura 13.2 ilustra los residuos
como distancias verticales desde la recta de regresion estimada. Dado que un residuo
representa la cantidad en la que un valor estimado falla para predecir la media de la
correspondiente observacion aleatoria, entre mas grandes son las magnitudes de los
residuos, mayor tendera a ser el efecto de la componente aleatoria en el modelo.

Recuérdese que la varianza o2 de la variable respuesta es igual a la varianza del
error y ésta es constante para todos los valores de la variable de prediccion. En gene-
ral, dado que el valor de % no se conoce, puede obtenerse un estimador de éste a
partir de los estimados de minimos cuadrados b, y b,. Dado que cada ¥; estima la
media de Y;, la diferencia y; — 3; representa la desviaciéon de Y; con respecto a su
propia media. La suma de los cuadrados de estas diferencias, dividida entre una
constante apropiada, es la forma en la que se determina una varianza. Pero estas di-
ferencias son los residuos; po: io tanto, la suma de los cuadrados de los residuos di-
vidica entre una constante apropiada es un estimador de o->. La constante apropiada
es n ~ 2, ya que se pierden dos grados de libertad al tener que estimar los dos para-
metros B, y B antes de obtener ¥;. El estimador de o’ se denota como s‘2 y esta
dado por

Sy - 5P >
2 i=1 i=1

ST TRl Ta-72

(13.11)

22

20

N,

18+ Yi=—6.63 + 8.12x;

I 22— 1 | } 1 A 1 L1 i 1 1
2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6
cP

FIGURA 13.2 Residuos como distancias verticales desde la ecuacion estimada de regresion
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El estimador s recibe el nombre de varianza residual o CME, y la raiz cuadrada
positiva s se conoce como la desviacion esténdar residual. Para el ejemplo de los
salarios iniciales, la varianza residual es s? = 22.8671/13 = 1.759. La varianza
residual s? es una medida absoluta de qué tan bien se ajusta la recta estimada de re-
gresion a las medias de las observaciones de la variable respuesta. Por lo tanto, en
general entre mas pequefio sea el valor de s?,se ajustara mejor al modelo Puede de-
" mostrarse que el estimador S* es un estimador no sesgado de o2 con tal de que la .
forma del modelo de regresion sea la correcta. De otra manera, S° estima o mas
una componente que es el sesgo causado por un error en el modelo.

Cuando se obtiene una recta de regresion por el método de minimos cuadrados,
surgen cierto nitmero de propiedades. Algunas de éstas son las siguientes:

1. 27_,¢e=0.
2. E;'slyi = E?al ?i-
3. z:’=| X e; = 0.

Se demostrara la propiedad 1 y se dejan las correspondientes demostraciones de las
propiedades restantes al lector. Debe notarse que la propiedad 2 se obtiene de la pri-
mer ecuacion dada en (13.14) y 1a propiedad 3 de la segunda ecuacion normal. Para
la propiedad 1,

Eei= E(yi—y\i)
i=1 i=1
= E (yl - bO - blx,')
> yi — nby — b, 2 x,
ny — n(y — b,X) — nb,x

I

i

= 0.

A causa de los errores de redondeo, 1a suma de los residuos dados en fa tabla 13.2
no es exactamente igual a cero. Ademas, dado que los estimadores MC se obtienen
mediante la minimizacion de la suma de los cuadrados de los errores, para este
ejemplo el valor minimo es 22.8671.

13.4 Estimacion por maxima verosimilitud para
el modelo lineal simple

Puede emplearse el principio de maxima verosimilitud para estimar los parametros
desconocidos en el modelo lineal simple dado por (13.1). Recuérdese que los estima-
dores de minimos cuadrados se obtuvieron sin tener que especificar la distribucion
de probabilidad de los errores aleatorios ;. Si se supone que los & son varlables
aleatorias independientes, normalmente distribuidas, con media cero y varianza o’

paratodai = 1, 2, ..., n, es posible obtener los estimadores de maxima verosimi-
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litud de By, Bi, y o, es decir, si ademas de las suposiciones previas se especifica que
g ~ N(0, o?) paratodai = 1, 2, ..., n, entonces cada Y; también se encuentra
normalmente distribuida con media 8, + B,x; y varianza o%, dado que ésta es una
funcion lineal de una variable aleatoria con distribucion normal. Los estimadores de
maxima verosimilitud se obtienen mediante la maximizacion de la funciéon de verosi-
militud dada por ‘ ~

1
L(Y1s Y25 - Y3 Bos Bi» 02) = ﬁexp[— F(y. —Bo— B.X.)z]

1 1 o
o vz_%‘aexp[—ﬁ(yn—ﬁo—ﬁlxn)]

n l n
) exp[— 757 2 i~ Bo - ﬁ.xf)z],

1
- (\/211'0'
donde

> : 1
In{L (B, By, ¢3)] = — gln(zw) - gln(az) ~ 53 2 (i = B~ B,

Al'tomar las derivadas parciales con respecto a Bo, 81,y o2 y después de igua-
larlas a cero, puede demostrarse que los estimadores de maxima verosimilitud de
Bo y Bi son idénticos a los dados por (13.5) y (13.6), respectivamente, y el correspon-
diente a o* esta dado por

E (y: — 3’\:')2

Gr== (13.12)
n

El estimador de maxima verosimilitud de o’ es sesgado pero, para valores grandes
de n, la diferencia entre éste y el estimador de minimos cuadrados no es importante.

El lector puede sorprenderse del por qué la necesidad de tratar con los estimado-
res de maxima verosimilitud, si éstos son iguales a los estimadores de minimos cua-
drados. Una de estas razones es que los estimadores de maxima verosimilitud tienen
propiedades deseables de consistencia, suficiencia y varianza minima. Ademas, éstos
proporcionan los medios necesarios para el desarrollo de criterios de inferencia para
Bo ¥ Br.

La suposicion de que los errores se encuentran normalmente distribuidos es justi-
ficable, debido a que la componente de error en el modelo es, en general, un efecto
compuesto que representa muchas perturbaciones pequefias pero aleatorias, las
cuales son independientes de la variable de prediccion y se deben a factores que no se
encuentran incluidos en el modelo. En todo caso, las desviaciones de la suposicion de
normalidad para valores grandes de n no son, en general, serias.
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13.5 Propiedades generales de los estimadores de minimos cuadrados

En esta seccion se desarrollaran algunas propiedades generales de los estimadores de
minimos cuadrados, por lo que se consideraran algunos criterios que permitan la
construccion de intervalos de confianza y la realizacion de pruebas de hipotesis con
respecto a los parametros de regresion B, y 3,. Asi mismo, se examinara la estima-
cion de la respuesta media para una x dada y la prediccion de una Y en particular
para un valor dado de x. En gran medida, el enfoque de esta seccion sera de caracter
teorico.

Considérense los estimadores no sesgados de 3, y 8, que son funciones lineales
de las observaciones Y,, Y,, ..., Y,. Si entre todos estos estimadores de Bo y B,
existen algunos cuyas varianzas son mas pequeiias que las de todos los demas estima-
dores no sesgados de B, y B,, entonces estos son los mejores estimadores lineales no
sesgados (MELI) de B, y B,. El siguiente teorema conocido generalmente como teo-
rema de Gauss- Markov, garantiza que los estimadores de minimos cuadrados de 8,
y B, son los MELI para B, y B,.

Teorema 13.1 Sean las suposiciones para el modelo ¥; = 8, + B.x; + &; las mis-
mas que aquellas que se necesitan para la estimacién de minimos cuadrados de 8, y
Bi. Entonces los estimadores de minimos cuadrados de B, y B, son los mejores esti-
madores lineales no sesgados de By y 8.

Mientras que la demostracion del teorema 13.1 se encuentra mas alla de los obje-
tivos de este libro, se demostrara que B, y B, son combinaciones lineales de las ob-

servaciones Y,, Y,, ..., Y,. Lo anterior permitira demostrar que
E(B)) = B
y 2
Var(B,) = ”U—, (13.13)

> G — X
i=1

mientras que

E(By) = By
y "
o’ DX
Var(B,) = ——————. (13.14)
n 2 (x; — x)
i=1
Para demostrar que B, es una combinacion lineal de ¥,, Y,. .... ¥,. recuérdese

la segunda expresion dada en (13.6). Primero, se desea demostrar que

"

S, -0, -Y) =2 (x, - DY,
i=1

i=1



458 Andlisis de regresion: el modelo lineal simple

Lo anterior es verdadero, dado que

20—, -N=2x-0 -T2 x - %);
pero 2(x; — X) = 0, ¥
\ -0 ~T)= (x - DY.
De acuerdo con lo anterior, '
> (x; — DY,
B( = i=”| 5
E (x; — x)

donde las x; son fijas ya que son valores de una variable de prediccion no aleatoria.
Sea

.x,'_x

Z(x—r)

(13.15)

C;i =

donde los ¢;” son cantidades fijas, dado que las x;"también son fijas. Entonces el es-
timador B, se expresa como

la cual es una combinacion lineal de las observaciones Y,, Y., ..., Y,.
Para demostrar que B, es un estimador no sesgado de 8,, se tiene

E(BI) = E(E CiYi)
i=1
= 2 GEY)
= 2 ¢i(Bo + Byx;)
= B() 2 C; + B| 2 CiX;.
= o

Pero

Z(x — X}
! Z(x—r)

=

0,
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x; = X)x; Z(X - D, —X)
m—# 2D

nM:
‘M=||M=

De esta forma,
E(B,) = B;.

Dado que por hip6tesis las observaciones Y; no se encuentran correlacionadas
por pares, Cov(Y;, ¥;) = 0, i # j. Entonces, mediante el empleo de la segunda
parte del teorema 6.1, se demuestra que la varianza de B, esta dada por (13.13.) De
esta forma se tiene

Var(B,)

ol e

i=1
> ar(Y,)
=3 g7
O

s

o? {Z (i — x)z/[Z (x; — x)z]z}

2
a

z (xi - x)z

i=1

]

La raiz cuadrada de Var(B,) es la desviacion estandar* del estimador de minimos
cuadrados de la pendiente y esta dada por

(o]

Dado que, en general, la desviacion estandar o del error-es desconocida, puede obte-
nerse un estimador de d.e.(B,) al reemplazar o por la desviacion estandar residual s,
como esta dada por (13.11). De esta forma, un estimado de la desviacion estandar de
B,es

d.e.(B) =

* También conocida como error estandar.

———
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s(B)* = 2 . (13.16)

[Z (x; — 7:)2]1/2

i=1

Ahora considérese el estimador de minimos cuadrados de la interseccion desco-
nocida B,. Dado que el estimador de minimos cuadrados es

Bo = ? - B |f,
y ya que el estimador de minimos cuadrados de la pendiente es una combinacion li-
neal de las observaciones Y,, Y,, ..., Y,, entonces también B, es una combinacion

lineal de las observaciones. Para demostrar que B, es un estimador no sesgado de
B,, se tiene

E(B,) = E(Y - B,X)

> E(Y)
=ﬁﬁr~—fa&)

> (Bo + Bix)

n

nBy + B in
= - B/%

n
=B+ BiX - BiX
= Bo-

- .Blf

Para demostrar que Var(B,)esta dada por (13.14), de nuevo se empleara la se-
gunda parte del teorema 6.1 y el hecho de que B,y B, son combinaciones lineales de
variables aleatorias no correlacionadas. Dado que B, = Y — B|X,

Var(B,) = Var(Y — B,X)

vl 25z )

n

52w
Varlzz‘(% - TC,-) Y,]

* Se empleara la notacion mas conveniente s*(T) y s(T) para denotar, respectivamente, la varianza y la
desviacion estandar estimadas de un estimador. 7.

i
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1 2
= (; - )’cci) Var(Y;)

: 1 2% | _
. =0‘22(;5‘-T+XZC.?)
=(rz(l—2—x c+‘22 )
n

n

Al sustituir (13.15) por ¢,y alrecordar que 2c; = 0, se tiene

r

Var(B,) = o ¢

3[-—

732 (\’-‘\’

[l

2 l :
- Z(r—x]

Finalmente, si se sustituye X* = (Zx,)*/n°, se obtiene

2—1 (ZXJz

n nzz(x,-—f)z

—

var(Bo) =0

n z (x, =% + (Z _r,)h
ad 7> (X — X

Entonces, un estimador de la desviacion estandar de B, es

n ,
2 xiz 1/2

S(By) = 5| —r—— (13.17)

n 2 (x, — X
i=t
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Es interesante notar que las varianzas de B, y B, son funciones de los valores x;
para los cuales se observa la variable respuesta. En particular, para el estimador de
la pendiente B,, Var(B,) tiene un valor maximo cuando Z(x; — %)’ tiene un valor
maximo. Pero 2(x; — ¥)° es maxima cuando la distancia entre los valores de x, es
la més grande. Esto ocurre cuando se escoge observar la respuesta solo en los valores
de los extremos del intervalo de variacion de la variable de prediccion, es decir, si
verdaderamente el modelo de regresion es lineal, entonces deberan tomarse n/2 ob-
servaciones en un extremo y n/2 en el otro para obtener la mejor eficiencia posible al
estimar la pendiente de la linea recta. Lo anterior es 16gico ya que solo se necesitan
dos puntos para definir una linea recta; sin embargo, en la practica, no es muy co-
mun el hecho de saber que la funcién de regresion es lineal de manera tal, que no
seria prudente seleccionar los extremos del intervalo de x como puntos de observa-
ci6n y minimizar la varianza del estimador de la pendiente. Una alternativa mas se-
gura consiste en tener puntos de observacion espaciados de igual forma sobre todo el
intervalo de interés de la variable de prediccion.

Para el modelo lineal simple, la recta de regresion estimada dada por (13.7) permite
obtener un estimador para la media de la variable de respuesta para un valor especifico
de la variable de prediccion. Sea x, este valor en particular y para el cual se desea estimar
la media de la variable respuesta Y, . Entonces el estimador es §, = b, + b,x,. Parael
mismo conjunto de valores de x existe una variacidn muestra a muestra en el estimador
?p, dado que existe una variacién del mismo tipo para los estimadores de minimos cua-

- drados B, y B, . Puede observarse que lo anterior es cierto para el ejemplo del salario ini-

cial, ya que no se espera tener la misma recta de regresion estimada si se selecciona otro
conjunto de estudiantes con las mismas CP que los primeros.

Considérese que la determinacion de la media, y la varianza de ¥,. ¥, esun esti-
mador no sesgado de la media de Y,, dado que

E(Y,) = EB, + Bix,) = By + Bix, = E(Y,).

Para obtener la varianza de ?,, , se hara uso de la misma técnica empleada para la va-
rianza de B,. De (13.8) se tiene

Var('))p) Var[Y + B\(x, — 3]

Il
<
b
~
—
\ NG
<
_+_
~°><
|
\g|
I\
~
o

Il

<

I

~
-
[ x
M
frome—
x| -

+

~
—
=

~
[

=Z[I+Mr— ]vmw)
Z + (x, — X 2 (,’]

20ﬂ1+ii;2%] (13.18)
n .
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Por lo tanto, un estimador de la desviacion estandar de 7’,, esta dado por

1 (x, — X) /2
s(Y)—s[ E(x —X):I (13.19)

_ Supobngase que en lugar de estimar la media de Y, en x,, se desea predecir un
,valor particular de Y, que se observana si Se impusiera un valor x, para la variable
de prediccion. Por ejemplo dada la ecuacion de regresion estlmada, (cual podria ser
el valor del salario inicial para un estudiante en particular con un CP conocido? Aun-
que se trata de un solo estudiante, puede ser razonable predecir el salario inicial pro-
medio para un CP dado. De esta forma, si se desea estimar la media de Y, o un
valor particular de Y, para x,, el valor estimado es el mismo y esta dado por (13.7).
Pero es evidente que la varianza de la prediccion para este ultimo caso puede tener

un valor mas grande, ya que ésta no s6lo considera la variacibn muestra a muestra
de Y sino también la variacion inherente de la distribucion de probabilidad de ¥, .
Si se supone que el valor predicho de Y, para x, es independiente de la muestra que pro-
porciona la recta de regresion estlmada la covarianzade ¥, y Y es cero. Entonces

Var(Ypu) = Var(Y,) + Var(¥,)

=0 +o’l:l (x—x)z}
DI
— 42 l (xp_x)2
=0 [1 + - + S _3)2]’ (13.20)

donde Ypan denota la prediccion particular para Y, en x,. Del analisis anterior se
obtiene que un estimador de la desviacion estandar de Y. art €Sta dado por

sy = s 1 (x, -0 |
part E(X_X)z

Mediante el empleo e los datos que aparecen en la tabla 13.2, se ilustra el calcu-
lo de las varianzas y las desviaciones estandar de los estimadores de minimos cuadra-
dos B,y B,.Dado que

D=3 =2~ (E x,)z/n = 0.886

(13.21)

y s? = 1.759,
1.759
B - T =
5'(B) = 0.886 1.985,
y
s(B)) = 1.409.

De manera similar,

N 1.759)(139.51
§(By) = LTUIS) . 5)()(() e ) _ 18.465
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y
s(By) = 4.297.

Si se continiia con este ejemplo, supongase que se desea estimar la media de la
distribucion de salarios inciales cuando el CP es x, = 3.25. Nbtese que este valor
no es una de los valores de x que dieron origen a la recta de regresion estimada, pero
se encuentra dentro del intervalo definido por estos valores. De (13.10) y (13.18) la
media y la varianza estimadas para x, = 3.25, son

y, = —6.63 = 8.12(3.25) = 19.76

- 1 (325 - 3.4y
2 .
= 1. — + ——— | = 0.205,
st = 1.759 [15 0.886 0
respectivamente. De esta forma, la desviacién estandar estimada es \/0,205 = 0.453
miles de dolares. Si se desea predecir el salario inicial real para un estudiante en par-
ticular con una CP de 3.25, el valor estimado seria atin de 19.76 miles de dolares,
pero la varianza estimada seria de

1 (3.25 3.04)2
1.759 +— oL
5 ,:l 15 + 0.88 :] 1.964,

o una desviacion estandar de 1.401 miles de dolares.

En esta seccion se han determinado las medias y las varianzas de los estimadores
B,, B,, f’,, y f’pm , pero aun no se han desarrollado sus distribuciones de muestreo.
Para realizar esto es necesario suponer el caso de la teoria normal de la seccién ante-
rior, en el que se supone que cada error aleatorio ¢; tiene una distribucion normal
con media cero y varianza o paratoda i = 1, 2, ..., n. Por lo tanto, las observa-
ciones Y,, Y,, ..., Y, son variables aleatorias independientes y distribuidas en forma
normal con medias 8, + B,x; y varianza comin ol parai = 1,2, ..., n.

Para obtener la distribucion de la muestra para el estimador de la pendiente B,
bajo el caso de la teoria normal, sélo necesita recordarse que B, es una combinacion
lineal de variables aleatorias normalmente distribuidas y, de esta forma, la combina-
cidn es una variable aleatoria con distribucién normal, media B, y varianza dadas
por (13.13). Al recordar la definicion de una variable aleatoria ¢ de Student puede
demostrarse que la distribucion de la cantidad

(B, — By)/s(B))

es la 1 de Student con n — 2 grados de libertad. El estimador B, también es una com-
binacion lineal de variables aleatorias normalmente distribuidas. Asi, B, también es
normalmente distribuida, con media 3, y varianza dadas por (13.14). Ademas, se
puede mostrar que la cantidad

(By — ,Bo)/S(B())
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es una variable aleatoria de la ¢ de Student con n — 2 grados de libertad. Como se
vera en la siguiente seccion, estos resultados permiten la formulacién de inferencias
estadisticas con respecto a los parametros desconocidos 8, ¥ 8.

Bajo el caso de la teoria normal, el estimador ¥, = B, + B,x, de la media de
Y, para x, también se encuentra normalmente distribuido con media E(Y,) y
varianza dada por(13.18), ya que ésta es una combinacion lineal de variables aleato-
rias normalmente distribuidas. Entonces, la distribucion de

(Y, — E(Y)l/s(Y,)

es la ¢ de Student con, de nuevo, n 2 grados de libertad. También se obtiene un re-
sultado similar para la prediccién Y,,, para una respuesta en particular Y, corres-
pondiente a x,. Asi, resulta comprensible el porqué n — 2 grados de libertad, ya que
la determinacion de la recta de regresion necesita la estimacion de los dos parame-
tros de regresion S, y B,.

13.6 Inferencia estadistica para el modelo lineal simple

En la seccidn precedente se examinaron las propiedades tedricas de los estimadores
para el modelo lineal simple. En esta seccion se emplearan esas propiedades para
llevar a cabo un analisis de regresion, es decir, se desarrollaran pruebas de hipotesis
e intervalos de confianza para las cantidades de interés en este modelo.

El parametro clave del modelo lineal simple

Yi=8,+8x + &

tiene que ser la pendiente 83,. Sila respuesta Y se encuentra relacionada en forma li-
neal con la variable de prediccion x, la pendiente 8, tiene que ser diferente de cero.
De otra forma, no existe ninguna relacion lineal entre Y y x. Un procedimiento infe-
rencial natural para 8, es construir un intervalo de confianza del 100(1 — )%
para 3,. Si este intervalo no contiene el valor cero, entonces es razonable concluir
que B, es diferente de cero y que Yy x estan, en algin grado, relacionados en forma
lineal.

Recuérdese que bajo el caso de la teoria normal, 1a variable aleatoria (B, — 8;)/-
s(B,) tiene una distribucion ¢ de Student con n — 2 grados de libertad. Entonces

P[Bl - tlfu/l. ans(BI) < ,Bl < Bl + tl ~af2, n—ls(Bl)] = l -,

o la probabilidad de que el intervalo aleatorio (B, — f,_,,2 ..28(B)). By + ti_u2.
«-25(B\)]  contenga el valor real de la pendiente 8, es 1 — «a. Al reemplazar el
estimador de minimos cuadrados B, por su estimador dado por (13.6), el intervalo
de confianza del 100(1 — a)% para g, es

bl * tlfu/‘l nfls(Bl)‘

donde la desviacion estandar estimada s(B,) esta dada por (13.16). Como ejemplo,
recuérdese la recta de regresion estimada ¥, = —6.63 + 8.12x, para los datos de
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los salarios iniciales. Dado que b, = 8.12 y s(B,) = 1.409, entonces un mtervalo
del 95% de confianza para 3, es .

8.12 + (2.160)(1.409) = (5.08, 11.16),

donde 1,75 13 = 2.160. La interpretacion de este intervalo es la siguiente: suponga-
se que se toman muestras repetidas, cada una del mismo tamaiio n, de la variable de
respuesta para algunos de los valores de x que producen la recta estimada , = —
6.63 + 8.12x;. construyéndose para cada muestra un intervalo de confianza del
95% para f3,. Por lo tanto, el 95% de todos estos intervalos incluira el valor real de
la pendiente 8,.

Considérese la prueba de la hipotesis nula

Hy: B, = By,

contra la alternativa

Hy:B, # B,

donde B,, es el valor propuesto de la pendiente desconocida 8,. Bajo H, la estadis-
tica :
BI _ Blu

s(By)

; tiene una distribucion ¢ de Student con n — 2 grados de libertad. De esta forma,

para un tamaiflo dado del error de tipo I puede tomarse una decision, en forma fcil,
con base en la evidencia de la muestra. Notese que también es posible tener hip6tesis
alternativas unilaterales.

Al igual que en los casos ya analizados, cualquier valor propuesto de 8, que se
encuentre en el correspondiente intervalo de confianza, causara una equivocacion
al rechazar a H . En general, el valor propuesto es el cero; es decir, la hip6tesis nula
establece que no existe ninguna asociacion lineal entre x y Y, asi que el valor de la es-
tadistica de prueba es

t = b,/s(B)).
Como ejemplo, considérese la prueba de la hipotesis nula
Hy: B, =0
contra la alternativa
H:8>0

para el ejemplo de los salarios iniciales contra CP. Se ha seleccionado una hipoétesis
alternativa unilateral, ya que el sentido comin dicta que si existe una relacion lineal
entre CP y el salarlo inicial, la pendiente debera ser posmva Paraa = 0.01;enton-
CeS fyg9 13 = 2.650, Y

= 8.12/1.409 = 5.76.
Por lo tanto, se rechaza la hipotesis nula de que la pendiente es cero. Este resultado,

junto con el intervalo de confianza para @, sugiere que el salario inicial promedio se
encuentra influenciado, en forma lineal, por la calificacion promedio.
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También puede construirse un intervalo de confianza para el parametro de inter-
seccion By en forma similar. Dado que (B, — B,)/s(B,) ~ t de Student conn —2
grados de libertad,

P[Bo — l—as2. n-28(By) < By < By + tl—a/Z.n—Zs(BO)] =l-a

N
esun intervalo aleatorio para 8, con probabilidad ! — «. Por lo tanto, un interva-
lo de confianza del 100(1 — a)% para S, es

bo = t1_as2 u-25(By)

donde b, es el estimador de minimos cuadrados y s(B,) es la desviacion estandar esti-
mada. De nuevo, para el ejemplo de los salarios iniciales, un intervalo de confianza
del 99% para B, es

—6.63 + (3.012)(4.297) = (- 19.57, 6.31).

El lector debe darse cuenta que el significado de un intervalo como el anterior no

es del todo aparente, ya que el modelo de regresion no tiene ser.:ido si la calificacion
" promedio es cero. En general, deben evitarse las inferencias con respecto a la inter-
seccion, a menos que exista un valor de la respuesta para x = 0.

Ahora, considérese la estimacion por intervalo de la media de Y, para x,. Re-
cuérdese que bajo el caso de la teoria normal, el estimador f’,, = By, + B,x, tiene
una distribucion normal con media E(Y,) y varianza dada por (13.18) y la distribu-
cion de muestreo de [Y, — E(Y,)}/s( f’,,) es la ¢ de Student con n — 2 grados de liber-
tad. Entonces la probabilidad del intervalo aleatorio

~

Yp - tl—a/Z, n*ZS(,)\/p) < E(Yp) < ’)\,p + tl«a/Z. n-'Zs(’)}p)
‘es 1 —a, y un intervalo de confianza del 100(1 — )% para E(Y,) es

yp * II—a/Z. n-Zs(Yp)-

Para el ejemplo de los salarios iniciales, supongase que se desea construir un in-
tervalo de confianza del 95% para la media de Y, en x, = 2.80. El valor estimado

€S
y, = —6.63 + 8.12(2.80) = 16.11

y la desviacion estandar estimada es

- 1 (2.80 — 3.09]]"?
=11, — —— = (.481.
s(Y,) {l 759[15 + 0.886 ]} 0
Dado que #5975, ;3 = 2.160, un intervalo de confianza del 95% para E(Y,) es

16.11 + (2.160)(0.481) = (15.07, 17.15).

Al seguir este procedimiento, pueden obtenerse intervalos de confianza del 95%
para E(Y,) para distintos valores de la variable de prediccion. Los resultados se en-
cuentran resumidos en la tabla 13.3.
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TABLA 13.3 Intervalos de confianza para los salarios iniciales medios

X, 9, s(Y,) Intervalo de confianza del 95%
2.60 14.48 0.708 (12.95, 16.01)
2.70 15.29 0.589 (14.02, 16.56)
2.80 16.11 0.481 (15.07, 17.15)
2.90 S 16.92 0.395 (16.07, 17.77)
3.00 17.73 0.347 (16.98, 18.48)
3.10 18.54 0.353 (17.78, 19.30)
3.20 19.35 0.410 (18.46, 20.24)
3.30 20.17 0.501 (19.09, 21.25)
3.40 20.98 0.612 (19.66, 22.30)
3.50 21.79 0.733 (20.21, 23.37)
3.60 22.60 0.860 (20.74, 24.46)

Para ilustrar la natu.aleza de estos intervalos de confianza, cuando se comparan
con los valores de la variable de prediccion, se grafica la recta estimada de regresion
y después los limites inferior y superior de cada intervalo contra x,. El resultado se
ilustra en la figura 13.3. Notese que los limites inferior y superior forman dos hipér-
bolas con respecto a la recta de regresion estimada. La distancia vertical entre cada

26.0 I~
24.0 B
220
200
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16.0 |

140 -

FIGURA 13.3 Intervalos de confianza y la recta de regresion estimada
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curva y la recta de regresion es mas pequeila para el punto X = 3.04 y aumenta, en
forma simétrica, en ambas direcciones al alejarse de X. Si se plantea en forma senci-
lla, los resultados anteriores indican que la prediccion de E(Y,) es mas confiable (va-
rianza mas pequefia) alrededor de la mitad de los valores de x obtenidos por
medio de la ecuacion de regresion que en los extremos del intervalo de valores x.

Recuérdese que el usuario puede estar mas interesado en predecir una respuesta
particular para una x dada, que en estimar la respuesta media para ese mismo valor
Xx. Mientras que el valor predicho puede ser el mismo en cualquier caso, la variabili-
dad del estimado con respecto a la respuesta en particular sera decididamente mas
grande que la correspondiente a la respuesta media. Dado que, bajo el caso de la
teoria normal, la cantidad ['Ypm - Y,,]/s('f’,,m) es una variable aleatoria ¢ de Stu-
dent con n — 2 grados de libertad entonces, para un « dado,

P[’)}pan - ’l—a/Z‘n—-Zs(’Ypan) < Yp < ’Ypan + tl—a/Z.n—Zs(’i/pan)] =1-a.

Con base en este resultado puede obtenerse lo que, en general, recibe el nombre
de intervalo de prediccion para la observacion Y,. Un intervalo de prediccion es el
analogo del intervalo de confianza. Un intervalo de prediccion del 100(1 — a)%
para una observacion particular Y,, es

ypart * tl—a/Z, n~25(Ypart)-

~ Como ejemplo, se construira un intervalo de prediccion del 95% para el salario
inicial de un recién graduado con una calificacion promedio de 2.80. El valor predi-
cho puede ser el mismo que el de la respuesta media,

Foan = — 6.63 + 8.12(2.80) = 16.11;

pero la desviacion estandar estimada es

- I (2.80 — 3.042 ]}
s(Y..) =1175 — = 2 = 1.411,
S(Ypar) { 9[l+15+ 0,856 ]} 1.411

la cual es mucho mas grande que el valor comparable de 0.481 para ¥,,. Por lo tanto,
un intervalo de prediccion del 95% para Y, es

16.11 = (2.160)(1.411) = (13.06, 19.16).

En la tabla 13.4 se proporcionan los intervalos de prediccion del 95% para las obser-
vaciones de la respuesta correspondiente a cada uno de los valores de x que se en-
cuentran en la tabla 13.3 y que no son parte del conjunto original que dio origen a la
ecuacion de regresion estimada. Como era de esperarse, los intervalos de prediccion
para las observaciones individuales de la respuesta son mucho mas grandes que los
correspondientes intervalos de confianza para la media de la misma.

Ya que el analisis de regresion se basa en la teoria normal, es apropiado formular
un comentario con respecto a las consecuencias sobre la inferencia cuando las distri-
buciones de probabilidad de los errores aleatorios no son normales. Si la desviacion
con respecto a la normalidad no es muy grande, las distribuciones de muestreo de los

L e - L
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TABLA 13.4 Intervalos de prediccién para los salarios iniciales individuales

X, _ Fourt o sV " Intervalo de prediccién del 95%
2.60 i 14.48 . 1,503 (11.23, 17.73)
2.80 16.11 . 1411 R (13.06, 19.16)
2.90 _ 16.92 1.384 . (13.93, 19.91)
3.00 Y1773 1.371 4 (14.77, 20.69)
3.30 20.17 1.418 (17.11, 23.23)
3.50 21.79 1.515 (18.52, 25.06)

estimadores serdn muy cercanas a la normalidad y se acercaran a ésta conforme
aumente el tamafio de la muestra. Bajo estas condiciones, la distribucién ¢ de Stu-
dent sigue siendo muy robusta y proporciona aproximaciones muy cercanas a los ni-
veles de confianza propuestos.

13.7 El uso del analisis de varianza

El analisis de regresion para el modelo lineal sencillo también abarca la aplicacion de
la técnica del analisis de varianza analizada en el capitulo 12. En sintesis, la técnica
del analisis de varianza proporciona solo un medio alternativo al de la seccion 13.6
para probar la hipotesis nula de que la pendiente es cero. Sin embargo, permite una
comprension natural del problema y por lo tanto es muy Gtil para el analisis de mo-
delos mas complicados, lo cual se hara mas adelante.

Recuérdese que la técnica del analisis de varianza divide la variacion total de las
observaciones en sus partes componentes de acuerdo con el modelo propuesto. En
esencia, para el modelo lineal simple la variacion total es la suma de dos componen-
tes: la causada por el término no aleatorio 8,x, y la que se debe al error aleatorio ¢.
Dado que lo que se pretende es que la recta estimada de regresion explique la mayor
cantidad posible de la variacion total, la contribucion del término 8,x debe ser sus-
tancial. El resultado anterior implicaria que las variables respuesta y prediccion
estan relacionadas en forma lineal. Si 8, = 0, no existe una asociacion lineal entre xy Y.

Para desarrollar el enfoque del analisis de varianza, se seguira el procedimiento
establecido en el capitulo 12. Considérese la desviacion de la observacion Y; de la
media de las observaciones Y. Por el momento, supdngase que todas las observacio-
nes Y, son iguales entre si, asi que la pendiente 3, debe ser cero, &, = 0,y Y, = Y
para toda i. Por otro lado, si la magnitud de la desviacion Y¥; — Y es mayor que
cero, ésta deberd atribuirse a las componentes del modelo.

Para la desviacion

Y, - Y
supOngase que se suma y se resta el estimador Y, para la media de Y;, tal como se
obtiene de la ecuacion de regresion. Entonces

~

Y -Y=Y,-Y+Y -V
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De esta forma, la desviacion total de la observacion Y, con respecto a la media Y, es
la suma de la desviacion de la respuesta media estimada Y; de Y y la desviacion de
Y; con respecto a Y;. Nétese que la tltima diferencia es el estimador para el j-&simo
residuo, el cual representa la distancia vertical desde 1a respuesta observada al punto
* correspondiente sobre la recta de regresion estimada. Las desviaciones ¥, — Y, re-
presentan la contribucion a la componente de error a la variacion total. Recuérdese
que Y; estima la media de Y; para x;. Sila variable de prediccion no tiene ningin
efecto lineal sobre la respuesta, entonces Y, es virtualmente igual a Y para toda i; es
decir, 8, = 0, y el estimador de minimos cuadrados de Bo es Y. Si la magnitud de la
desviacion de Y, — Yes grande, entonces se tiene un efecto lineal de x sobre Y (8,
# 0).

Para proseguir con el enfoque del analisis de varianza se tomara el cuadrado de
ambos miembros de la identidad

y se sumaran para todas las observaciones $(Y; — Y)*. Entonces se tiene

Z(Y Z(Y—Y)+Z(Y—Y)+2Z(Y—Y)(Y Y).

i=1

Para demostrar que los productos cruzados son cero, se vuelve a escribir la Gltima su-
ma como

S - - V)= [V, - ) - Y, - 1)
=DV, -Y) -T2 (Y - Y.

De acuerdo con la propiedad 1 de la recta de regresion estimada, examinada en la
seccion 13.3, l1a segunda suma es cero. La primera suma puede escribirse como

zf’i()’;—f’i)=23’f€i

= z (By + Byx;) e;
=BoZei+B,2x,~e,-
= 0'

Dado que Te; y Zx; e; son cero de las propiedades 1 y 3, respectivamente, por lo
tanto la ecuacion fundamental del analisis de regresion es

>y, - ) 2 v, -1+ S, (13.22)
i=t i= i=1

, , ., . V2

De acuerdo con la terminologia dada en el capitulo 12, el término =(Y; — Y)
es la suma total de cuadrados STC la cual toma en cuenta la variacion total de las obser-
vaciones Y; con respecto a su media sin considerar la variable de prediccion. Las compo-



472  Andlisis de regresion: el modelo lineal simple

nentes de STC son la suma de los cuadrados de los errores SCE = 3(Y; — ¥,)* yla
suma de los cuadrados de la regresién SCR= 3(Y; — Y)>.SCE toma en cuenta la va-
riacion de las observaciones con respecto a la recta de regresion estimada. Si todas
las observaciones se encuentran sobre la recta estimada, el valor de todos los residuos
es cero y SCE = 0. Se desprende el hecho de que entre mas grande es el valor de SCE,
mayor es la contribucion de la componente de error a la variacién de las observacio-
nes, o mayor es la incertidumbre cuando se estima la respuesta mediante el uso de la
ecuacion de regresion. Por otro lado, SCR representa la variacion de la observacion
que es atribuible al efecto lineal de x sobre Y. Si la pendiente de la recta estimada de
regresion es cero, entonces SCR = 0. De esta forma, entre mas grande es la propor-
cion de SCR con respecto a SCT, mayor sera la cantidad de la variacion en las obser-
vaciones que puede explicarse mediante el téermino lineal 8,x

¢Cual es el nimero de grados de libertad asociado con cada término de (13.22)?
Recueérdese la definicion del nimero de grados de libertad asociados con una suma
de cuadrados dada en el capitulo 12. Para STC existen n — } grados de libertad ya
que se pierde uno por causa de la restriccion lineal S(Y; — Y) = 0 entre las obser-
vaciones Y. Notese que SCE es el numerador de la expresion (13.11) para el calculo

de la varianza residual, asi que el nimero de grados de libertad para SCE sera de .

n — 2.* Dado que los grados de libertad son aditivos,
gl(SCR) = gl(STC) — gl(SCE),

y SCR tiene un grado de libertad. Como se observara posteriormente, cuando se tra-
ten modelos mas complicados, el nimero de grados de libertad para SCR sera
siempre igual al nimero de parametros de regresion en el modelo, sin contar a ;.

Para el analisis de varianza se buscara una estadistica para probar la hipotesis
nula

HO:BI =0

contra la alternativa
H;: B, #0.

En general, H, se conoce como la hip6tesis de regresion no lineal entre x y Y. Si se
supone el caso de la teoria normal, entonces bajo la hipdtesis nula las observaciones
Y; son n variables aleatorias independientes normalmente distribuidas con la misma
media u = B, y varianza ¢>. Por lo tanto, puede demostrarse que SCR/o*.y SCE
/a? son dos variables aleatorias independientes con una distribucion chi-cuadrada
con 1y n —2 grados de libertad, respectivamente. Entonces, del teorema 7.8, la va-
riable aleatoria

SCR/¢o?
| SCR/1
F = - = = CMR/CME 13.23
SCE/o? SCE/(n — 2) / ( )
n—2

* Los dos grados de libertad que se pierden se deben a las dos restricciones lineales dadas por las propie-
dades 1 y 3 de la seccion 13.3.

s =
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tiene una distribucién F con 1 y n — 2 grados de libertad, donde el cuadrado medio
del error es igual a la varianza residual.

Para llegar a la regién de rechazo apropiada para H, sugerida por (13.23), se
empleara la intuicién. Con base en un conjunto dado de datos, un valor grande de
CME comparado con CMR implicara ajuste pobre y sugerira la ausencia de una aso-
ciacion lineal entre x y Y. Pero un valor relativamente pequefio para CME implicara |
el hecho de que una porcién considerable de la variacion en las observaciones es atri-
buible a un efecto lineal de x sobre Y. Por lo tanto, la hipotesis nula de regresion no
lineal entre x y Y debe rechazarse siempre que el valor de (13.23) sea relativamente
grande. De otro modo, la evidencia experimental no apoya el rechazo de H,. Sobre
una base mas tedrica, puede demostrarse que

E(CMR) = 0% + B3 (x; - X)*

E(CME) = o°.

Si H, es cierta, entonces el valor esperado de CMR también es o>. Perosi 8, # 0,
E(CMR) es mayor que o, ya que el téermino 8] =(x; — %)’ es positivo. Por lo tanto,
la estadistica apropiada esta dada por (13.23) con el extremo superior de la distribu-
cion F como region critica; es decir, para un tamaiio dado del error de tipo I « se re-
chaza la hipétesis nula de no regresion lineal cuando un valor de F = CMR/CME se
encuentra dentro de la region critica superior de la distribucién Fcon 1 y n — 2 gra-
dos de libertad. La tabla de analisis de varianza (ANOVA) para el modelo lineal f
simple se encuentra en la tabla 13.5.
Para calcular las sumas de cuadrados que aparecen en la tabla 13.5, se tiene

[5)
STC =X (5, =¥V = 2% — —,

SCE = 2 (vi - 9:’)2 = 2 6’.2,

donde y;, y;, ..., ¥~ son las verificaciones de las observaciones, y ¢,, ¢,, ..., €,
son los residuos correspondientes. Entonces SCR = STC — SCE, o puede calcularse

TABLA 13.5 Tabla ANOVA para el modelo lineal simple

Fuente de
variacion gl SC M Estadistica F
Regresion 1 2 (Y, - ¥y PN A S WA o
2 (Y = Y)Y/l
, Sy, - Yy /tn = 2)
Error n—2 E (Y, - Y} Z (Y, — ¥)V/tn = 2
Total n—1 (Y =Y

e A e 2.

TR ML
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en forma directa. Dado que la recta estimada es
yi=3.+ bix; — f)
(o]
i =¥ = b(x; — Xx),

. . ‘ ~
al elevar al cuadrado ambos miembros y si se suman paratodaslasi = 1,2...nse
obtiene

SCR = 3 (5, - 9° = B Y, (x, — B (13.24)

Como ejemplo, recuérdese de nuevo el problema de los salarios inciales. Supon-
gase que se desea probar la hipotesis nula de que no existe una regresion lineal entre el
salario inicial y CP, contra la alternativa de que ésta existe, con @ = 0.01. Mediante
el uso de la tabla 13.2 se calculan las siguientes cantidades:

(270.8)
15

STC = 4970.12 - = 81.2773,

SCE = 22.8671,
SCR = 81.2773 — 22.8671 = 58.4102.

Paran = 15 se proporciona la tabla ANOVA en la tabla 13.6. Dado que f = 33.21
> fose 113 = 9.07, se rechaza la hipétesis nula de no regresion lineal y se concluye
que el salario inicial promedio esta influenciado, en forma lineal, por la calificacion
promedio.

Como es de esperarse, existe una relacion entre la estadistica F anterior con 1y n
— 2 grados de libertad y la correspondiente estadistica ¢ de Student (véase la seccion
13.3) para una hipotesis alternativa bilateral. Puede establecerse la relacion median-
te lo siguiente: dado que

SCR = B1 D (x; — %)

s%B)) = CME/ > (x; — X,

TABLA 13.6 Tabla ANOVA para los salarios iniciales

Fuente de
variacién gl SC CM Valor F
Regresion | 58.4102 58.4102
33.21
Error 13 22.8671 1.759

Total 14 81.2773 Jow 1.3 = 9.07
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entonces
cMR B 2 —x)z/l

F=oME™ 5 (B.)Z(,

[B 1/ 5(B, )]

De acuerdo con lo anterior, si una vanable aleatona tiene una dlstnbucwn F con l y
n —2 grados de libertad, entonces _ N

F =T

donde T es una variable aleatoria ¢ de Student con n — 2 grados de libertad. La rela-
cion entre los cuantiles es

ficatiner = fieap nea- (13.25)

Hasta aqui se han examinado algunas maneras para probar la hipotesis nula de
no regresion lineal entre x y Y. Ahora se presentara una cantidad numérica muy util
que es una medida relativa del g-ado de asociacion lineal entre x y Y. Lo que se desea
es tener una cantidad que mida la proporcion de la variacion total de las observacio-
nes con respecto a su media la cual es atribuida a la recta estimada de regresion.
Dado que STC representa la variacion total con respecto a la media y SCR mide la
porcion de ésta, que es atribuible a un efecto lineal de x sobre Y, una medida apropia-
daes

SCR _ STC — SCE _ L SCE
STC  STC STC’

2 _

(13.26)

r? recibe el nombre de coeficiente de determinacion. Los valores que toma estan
siempre en el intervalo 0 < r* < | yaque 0 < SCE < STC. De manera ideal, se
desea tener un r* = | ya que entonces SCE = 0, y toda la variacion presente en las
observaciones puede explicarse por la presencia lineal de x en la ecuacion de regre-
sion. De esta forma, entre mas cercano se encuentre r° a uno, mayor es el grado de
asociacion lineal que existe entre x y Y. Como ilustracion, el coeficiente de determi-
nacion para el ejemplo del salario inicial, es

22.8671
7 - —_— ———— =
=1 812773 0.7187.

Por lo tanto, la presencia lineal de CP en el modelo de regresion explica el 71.87%
de la variacion total en los salarios iniciales observados.

Ya que muchas veces se da una mala interpretacion a r?, debe hacerse un comen-
tario sobre lo que r° no mide. r* no mide la validez del modelo de regresién pro-
puesto, es decir, r* no puede verificar que la verdadera ecuacion de regresion entre x
y Y sea estrictamente lineal. Todo lo que puede medir es cuanto se explica de la va-
riacion total mediante la ecuacion de regresion estimada. En realidad, el modelo ver-
dadero de regresion entre x y Y puede contener términos no lineales en x, u otras
variables de prediccion, o ambos. Estas cuestiones seran examinadas en el capi-
tulo 14.
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A continuacion se presenta una muestra de un listado de computadora para el
analisis de regresion lineal de los datos de salarios. La lista de paquetes estadisticos
disponible para computadora incluye a SAS, SPSS, BMDP y Minitab. El listado que
se muestra en la figura 13.4 fue generado por Minitab. Notese que incluye los coefi-
cientes de la regresion estimados, sus desviaciones estandar, la prueba T para pen-
diente cero, la desviacion estandar residual (o la desviacion estandar de Y con res-
pecto a la recta de regresion); el valor de r? las sumas de los cuadrados, los cuadra-
dos medios para el analisis de varianza y los residuos estandarizados definidos en el
capitulo 12.

LA ECUACION DE REGRESION ES

Y= —-6.63 +8.12 X1
DEV. EST. COCIENTE-T =
COLUMNA CUOEFICIENTE DELCOEF. COEF/D.E.
- - 6.627 4.298 -1.54
X1 ce - 8.118 1.409 5.76
LA DEV. EST. DE Y CON RESPECTO A LA RECTA DE REGRESION ES
S =1.327
CON ( 15— 2) = 13 GRADOS DE LIBERTAD
R-CUADRADO = 71.8% ?
ANALISIS DE VARIANZA
DEBIDA A DF SC CM = SC/GL
REGRESION 1 58.393 58.393
RESIDUO 13 22.880 1.760
TOTAL 14 81.274
X1 Y VALOR DEV. EST.
RENGLON €2 cl PRED.Y PRED.Y RESIDUO RES.EST.
1 2.95 18.500 17.323 0.365 1.177 0.92
2 3.20 20.000 19.352 0.410 0.648 0.51
3 3.40 21.100 20.976 0.612 0.124 0.11
4 3.60 22.400 22.600 0.860 —-0.200 -0.20
5 3.20 21.200 19.352 0.410 1.848 1.46
6 2.85 15.000 16.511 0.435 -1.511 -1.21
7 3.10 18.000 18.540 0.353 —-0.540 -0.42
8 2.85 18.800 16.511 0.435 2.289 1.83%
9 3.05 15.700 18.134 0.343 —-2.434 -1.90
10 2.70 14 .400 15.293 0.589 —-0.893 —-0.75
11 2.75 15.500 15.699 0.533 -0.199 -0.16
12 3.10 17.200 18.540 0.353 —-1.340 —-1.05
13 3.15 19.000 18.946 0.376 0.054 0.04
14 2.95 17.200 17.323 0.365 -0.123 -0.10
15 2.75 16.800 15.699 0.533 1.101 0.91

FIGURA 13.4 Listado de computadora para el analisis de regresion lineal (datos de los sala-
rios iniciales)
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13.8 Correlacion lineal

En la seccion 6.4 se defini6 el coeficiente de correlacion p dado por (6.14), como
una medida de la asociacion lineal que existe entre las variables aleatorias X'y Y. En
esta seccion se examinara el coeficiente de correlacién de la muestra en el contexto
del analisis de regresion.

Durante toda la presentacion del analisis de regresion se ha asumido la disponibi-
lidad de una muestra aleatoria de la variable respuesta Y, Y-, ..., Y,, correspon-
dientes a n valores fijos x,, x;, ..., X, de una variable de prediccion. Para definir
el coeficiente de correlacion de la muestra, se supondra que tanto X como Y son varia-
bles aleatorias. Sea la distribucién conjunta de X'y Y la normal bivariada (véase la sec-
cion 6.8), y sean (X, 1)), (X,,Y,), ..., (X, Y,) una muestra aleatoria de tamafio n
de esta distribucion. Entonces puede demostrarse que el estimador de maxima vero-
similitud de p (denominado coeficiente de correlacion de la muestra), esta dado por

2 X -X)NY -7
r™(X,Y) = = . (13.27)

n tj2 [ n 1/2
[E x, - X)ZJ [E (Y - W]
i=1 i=1

Después de efectuar algunos calculos algebraicos, puede obtenerse una expresion

equivalente de la forma
2)(57)

2 XiYi -
rX,Y) = " : (13.28)

ETRAEE

2 - 2_________
in_ n EY' n

Al igual que el parametro p, r se encuentra en el intervalo — 1 < r < | ymidela
relacion lineal entre X'y Y, si X se emplea para predecir Y o viceversa. Con base en
una muestra aleatoria, un valor de r = —1 indica una relacién lineal negativa per-
fecta entre X y Y, mientras que un valor de r = | sefialara una asociacion lineal
positiva perfecta de X'y Y. Sir = 0,entonces no existe ninguna relacion lineal entre
Xy Y. Enlafigura 13.5 se muestran algunas graficas de dispersion comunes para al-
gunos valores de r.

A causa de varias interpretaciones injustificables que ha sufrido r, es imperioso
que el lector comprenda que r por si mismo no puede ni probar ni desmentir una re-
lacion causal entre X'y Y, aunsir = =1. Como ya se indicd al principio de este
capitulo, la manifestacion de una relacion causa-efecto es posible solo a través de la
comprension de la relacién natural que existe entre X'y Y, y ésta no debe manifestar-
se sOlo por la existencia de una fuerte correlacion entre Xy Y.

* Se seguira la norma de utilizar una 7 minascula.
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FIGURA 13.5 Graficas de dispersion comunes para algunos valores de r

Mientras que en el analisis de regresion se supone que los valores de x son fijos, el
coeficiente de correlacion de la muestra definido por (13.27) o (13.28) es todavia un
estimador de p. Dado que r mide el grado de asociacion lineal entre xy Y, y ya que
B, es el correspondiente estimador de minimos cuadrados de la pendiente para el
modelo lineal propuesto entre x y ¥, entonces debe existir una relacion entre ry B,.
Mediante el empleo de la segunda ecuacion de (13.6) y (13.27), puede demostrarse
que el estimador de minimos cuadrados de la pendiente y el correspondiente valor
del coeficiente de correlacion de la muestra se encuentran relacionados por

S -

b =ls———=| r 13.29
" 2 (x, — %) ’ ( )

Notese que si r = 0. b, = 0 y viceversa. Ademas, el signo de b, siempre es igual al
de r. Finalmente, el cuadrado del coeficiente de correlacion de la muestra es el coefi-
ciente de determinacioén, es decir, si r° y b, son conocidos, entonces se sabe el valor
de r y su signo; por lo tanto, se sigue que r no so6lo es una medida del grado de aso-
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ciacion lineal entre dos variables, sino que puede emplearse una funcién de r como
una medida de la bondad del ajuste para una ecuacion estimada de regresion.

13.9 - Series de tiempo y autdcorrelacién

En las secciones anteriores se han examinado los analisis de regresion y de correla-

" ¢ién con base en una muestra aleatoria de la variable respuesta Y. En muchas situa-
ciones, por ejemplo en economia y finanzas, la variable respuesta se mide en forma
periédica con respecto al tiempo. Por ejemplo, puede escogerse examinar la tasa de
desempleo para los pasados 24 meses, o puede observarse el volumen de ventas tri-
mestral de alguna compatfiia y compararlo con el correspondiente volumen de ventas
de toda la industria durante los pasados 12 trimestres. Dado que para ambos
ejemplos las observaciones se registran de manera secuencial con el paso del tiempo,
forman lo que se conoce como una serie de tiempo.

Aunque los metodos de regresion pueden ser utiles al analizar datos de series de
tiempo, las observaciones de Y en una serie de tiempo no pueden considerarse como
representativas de una muestra aleatoria. De hecho, pueden encontrarse correlacio-
nadas entre si. Por ejemplo, es probable que el cambio en la tasa de desempleo para
este mes se encuentre relacionada con la que se observara para el siguiente mes. De
esta forma, algunas de las suposiciones que son necesarias para el desarrollo de pro-
cedimientos inferenciales posiblemente no se verifiquen para los datos de una
serie de tiempo.

En este contexto se desea considerar un procedimiento inferencial atil, conocido

-.como estadistica de Durbin-Watson, para determinar si los errores en un modelo*
lineal sencillo se encuentran correlacionados en el tiempo. Los errores del mismo
modelo de regresion que se encuentran correlacionados como funciones del tiempo
reciben el nombre de correlacionados serialmente o autocorrelacionados. Antes de
analizar el procedimiento de Durbin-Watson, se mencionaran en forma breve los
componentes usuales de datos de una serie de tiempo.

13.9.1 Componentes de una serie de tiempo

Las fluctuaciones de la variable respuesta en una serie de tiempo de tipo economico
se asignan, por lo general, a cuatro causas diferentes (componentes): la variacion en
la tendencia 7, la variaciéon por temporada S, la variacion ciclica C y la variacion
aleatoria R. la variacién en la tendencia es el movimiento a largo plazo en Y. Por
ejemplo, la produccién de automoviles en Estados Unidos ha mostrado una tenden-
cia hacia el crecimiento durante los Gltimos 50 afios, pero lo anterior no necesaria-
mente implica que la produccion aument6 todos los aftos durante este periodo. De
esta forma, la tendencia refleja el movimiento general de Y a lo largo de un periodo.
La variacién por temporada representa el movimiento de Y que ocurre durante pe-
riodos especificos a lo largo de un afio. Por ejemplo, el volumen de ventas al menu-
deo tiende a ser mayor en el Gltimo trimestre del afto que durante el primero. La va-

* También puede emplearse este procedimiento para el modelo lineal general, el cual se estudiara en el ca-
pitulo 14.
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riacién ciclica muestra el movimiento de Y que se repite durante periodos que, en
general, son mayores de un afto. Los movimientos ciclicos se encuentran muchas
veces relacionados con las condiciones econOmicas prevalecientes. Por ejemplo, la
construccion de casas en Estados Unidos disminuy6 durante el periodo de recesion
de 1974-1975; aumentd durante el de recuperacion de 1976-1979 y volvié a disminuir
en la recesiép de 1981-1982. La variacion aleatoria en una serie de tiempo es la fluc-
tuacion de Y que no es posible asignar a una causa identificable. Por lo tanto, la
fluctuacién total de Y con respecto al tiempo se asigna a una variacion sistematica
(tendencia, temporada y ciclo) y a una variacién aleatoria.

Al suponer cémo se encuentran relacionadas estas componentes, puede formu-
larse un modelo de una serie de tiempo que ayudara a separar estas componentes y
formular predicciones con respecto a Y. Los modelos de las series de tiempo usual-
mente son aditivos de la forma

Y=T+S5S+C+R

o multiplicativos de la forma
Y=TxS8 xCXR,

Para un modelo aditivo se supone que los cuatro componentes son independientes
entre si, mientras que para el multiplicativo se encuentran relacionados entre si.
Para tratamientos completos del analisis de las series de tiempo se sugieren las refe-
rencias [1] y [4].

13.9.2 La estadistica de Durbin-Watson

En esta seccion el interés radicara, en forma exclusiva, en la deteccion de errores
autocorrelacionados y en un analisis con respecto a medidas correctivas. Una de las
razones de la existencia de la autocorrelacion es que podrian no haberse tomado en
cuenta en el modelo variables importantes de prediccion. Por ejemplo, se mencion6
que, en general, la produccion de automoviles tuvo un incremento durante un perio-
do de 50 aftos. Si se supone algin modelo de regresion con el tiempo como la tnica
variable de prediccion, no es de dudar que se encontraran correlaciones entre los
errores. Pero durante el mismo periodo aument6 la poblacién asi como el nivel eco-
némico de los habitantes de Estados Unidos. Cuando variables de prediccion como
éstas estan positivamente correlacionadas con la produccion de automéviles, pero
no s¢ toman en cuenta en el modelo de regresion, entonces los errores tenderan a
estar positivamente autocorrelacionados, ya que también reflejan los efectos de las
variables de prediccion faltantes. Este tipo de autocorrelacidn solo es aparente y
puede eliminarse mediante la inclusion de las variables omitidas en el modelo de re-
gresion.

En las series de tiempo economicas, la autocorrelacion también puede presentarse
debido a que los residuos sucesivos tienden a estar positivamente correlacionados, es
decir, los grandes residuos negativos siguen a grandes residuos negativos y los grandes
residuos positivos siguen a grandes residuos positivos. Este tipo de autocorrelacion es,
en general, la clase que necesita algin ajuste. El interés recaera en este tipo y se estu-
diaran las medidas correctivas tales como la transformacion de los datos.
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. Recuérdese que por la suposicion 3 de la seccion 13.2, la covarianza entre los
errores aleatorios &; y ¢; es cero paratodoi # j. A pesar de que esta suposicion no
es necesaria para obtener los estimadores de minimos cuadrados, su violacion afecta
las propiedades inferenciales de estos estimadores. Cuando se encuentra presente la
autocorrelacion, el analisis de regresion es afectado en tres formas.

1. Los estimadores MC, aunque son no sesgados ya no tienen varianza minima.

2. Los estimados s*(B;) pueden subestimar, en forma seria, las varianzas de los esti-
madores MC de B;.

3. Los intervalos de confianza y las pruebas de hipotesis que incluyen, ya sea la dis-
tribucion ¢ de Student o la distribucion F, no son tedricamente validas.

Por ejemplo, supongase que los datos que figuran més adelante representadas las
ventas Y de alguna compaflia (en millones de dolares) y las ventas x (también en mi-
llones de dolares) para toda la industria en los pasados 16 trimestres, dond. lo. datos
ya se han ajustado de acuerdo con la inflacion.

t 1 2 3 4 5 6 7 8

X, 270.36 258.38 254.96 259.70 265.40 274,98 281.86 285.78
Y, 44 .84 42.97 41.98 42.75 43.95 45.65 46.87 47.35

t 9 10 11 12 13 14 15 16

X, 290.58 290.18 296.72 292.32 301.72 305.42 314.96 321.10
Y, 48.13 47.95 49.10 48.52 50.22 51.15 52.78 53.91

Una grafica de Y contra x revela una tendencia lineal, lo que a su vez sugiere que las
acciones de la compaiiia se mantienen en el mercado. Supéngase un modelo lineal
simple como el dado por (13.1). El listado de computadora producido por Minitab,
se muestra en la figura 13.6

Notese que parece que el modelo ajusta los datos en forma excelente, ya que r* =
0.997, y se rechaza la hipétesis nula de pendiente igual a cero para casi cualquier
nivel «.Las desviaciones estadar estimadas para B, y B, son pequeilas, y en forma
especial para el estimador de la pendiente. Pero al graficar los residuos estandariza-
dos contra el tiempo, como se muestra en la figura 13.7, se nota que los residuos del
mismo signo aparecen agrupados. Por ejemplo, los residuos 5-7 son positivos, 8-13
son negativos y 14-16 son positivos. Este tipo de patron es caracteristico cuando se
tienen errores autocorrelacionados.

La estadistica de Durbin-Watson constituye un enfoque mas formal que al grafi-
car los residuos para detectar los errores autocorrelacionados; se basa en la suposi-
cion de que los errores &, en el modelo de regresion

Y,=80+ B, + ¢ (13.30)

forman una serie autorregresiva de primer orden dada por

£, = pg_, + 1, t=2, (13.31)

L e R T T
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LA ECUACION DE REGRESION ES
Y=-2.97 +0.17T7TX1

COLUMNA  COEFICIENTE
- ' -2.97186
X1 c2 0.176510

DEV. EST.

DEL COEF.

0.7023
0.002456

COCIENTE-T =
COEF/D.E.
-4.23
71.86

LA DEV. EST. DE Y CON RESPECTO A LA RECTA DE REGRESION ES

S =0.1919
CON (16 - 2) = 14 GRADOS DE LIBERTAD

R-CUADRADO = 99.7%

ANALISIS DE VARIANZA

DEBIDO A
REGRESION
RESIDUO
TOTAL
X1
RENGLON (C2
1 270
2 258
3 255
‘4 260
5 265
6 275
7 282
8 286
9 291
10 290
11 297
12 292
13 302
14 305
15 315
16 321

DF

1
14
15

Y

.8400
.9699
.9800
.7499
.9499
.6500
.8699
.3499
.1299
.9499
.0999
.5200
.2199
.1500
.7800
.9100

190.2330
0.5157
190.7487

VALOR

PRED. Y .

44 .7497
42 .6350
42.0314
42 .8680
43.8742
45.5651
46.7795
47.4714
48.3187
48.2481
49.4025
48.6258
50.2850
50.9381
52.6220
53.7058

CM = SC/GL
190.2330
0.0368

DEV. EST.

PRED. Y RESIDUO  RES. EST.
0.0604 0.0903 0.50
0.0816 0.3349 1.93
0.0886 -0.0515 -0.30
0.0790 -0.1181 -0.68
0.0684 0.0758 0.42
0.0542 0.0848 0.46
0.0487 0.0904 0.49
0.0480 -0.1215 -0.65
0.0497 -0.1887 -1.02
0.0495 -0.2981 -1.61
0.0556 -0.3025 -1.65
0.0510 -0.1059 -0.57
0.0627 -0.0651 -0.36
0.0689 0.2119 1.18
0.0873 0.1579 0.92
0.1002 0.2042 1.25

FIGURA 13.6 Analisis de regresion lineal (datos del mercado de acciones)

donde |[p| < 1 esla pendiente de la recta que pasa por el origen y 7, es el error alea-
torio puro que no se encuentra correlacionado con cualquier otra componente. El
téermino 7, se denomina de manera comun como ruido blanco. Debe notarse que
(13.31) es un modelo autorregresivo, ya que la variable de predicciéon ¢,_, es un tér-
mino retardado en el tiempo de la variable respuesta g,. A pesar de que la estructura
de correlacibn entre los errores puede ser mas compleja que la implicada por (13.31),
un modelo autorregresivo de primer orden es una aproximacion razonable, debido a
que muchas veces la autocorrelacion entre &, y ¢,., disminuye de manera rapida
conforme la distancia entre los puntos en el tiempo ¢ty r + p aumenta.
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FIGURA 13.7 Residuos estandarizados contra tiempo para el ejemplo de las ventas

Para el modelo dado por (13.31), se desea emplear la estadistica de Durbin-
Watson para probar la hipotesis nula

Ho: p = 0
contra la alternativa

H|:p>0.

Nétese que H, es una hipotesis alternativa unilateral superior, ya que las series de
tiempo economicas exhiben muchas veces una autocorrelaciéon positiva. La estadisti-
ca de Durbin-Watson se basa en los residuos que resultan después de obtener la
ecuacibn de regresion estimada para (13.30). Se calcula un valor de esta estadistica a
partir de la expresion

n

2 (el - ehl)z

d=t=_ (13.32)

n
2 ¢
=1\

donde el residnoes e, = v, — V..
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Si los errores se encuentran positivamente autocorrelacionados, es probable que
los errores adyacentes tengan la misma magnitud. De esta forma, pequeiias diferen-
cias entre los residuos adyacentes sugieren que p es mayor que cero; pero cuando las
diferencias son pequefias, el numerador de (13.32) también lo es. De acuerdo con lo
anterior, se rechaza la hipotesis nula de autocorrelacion cero siempre que d tiene un
valor relativamente pequefio.

Durbin y Watson tabularon los limites inferior y superior d, y d,,, respectiva-
mente, para probar H;. En la tabla X del apéndice se proporcionan los limites d, y
d, para a = 0.05 y0.01 como funciones del tamaiio n de la muestra y el nimero k
de variables de prediccion en el modelo de regresion. Dados los limites d, y d,,1a
decision para H, se toma de la siguiente forma:

a Sid < d,, rechazar H,,
b Sid > d,, no puede rechazarse H,.

¢ Sid, <d<d,, laprueba no es concluyente.

Debe sefialarse que la prueba para autocorrelacion negativa (H,: p < 0) tam-
bién es posible con la estadistica de Durbin-Wat;on. En este caso, el valor de la
estadistica es 4 — d, donde d se calcula de acuerdo con (13.32). El procedimiento de
decisi6on’es igual al ya dado, comparando 4 —d con d, o d,,. En cualquier caso, si la
prueba es no concluyente, la alternativa que se sugiere es tomar mas observaciones.

Para el ejemplo se calcula d primero, con lo que se obtienen las diferencias e, —
e,-,, mediante el uso de la columna de residuos dada en el listado de computado-
ra. Estas diferencias son las siguientes:

t | 2 3 4 5 6
e, — e ( 0.2446 ~0.3864 -0.0666 0.1939 0.0090
t J 7 8 9 10 11
e, — e ’ 0.0056 -0.2119 —0.0672 —0.1094 —0.0044
¢ ] 12 13 14 15 16
e, — e,_.j 0.1966 0.0408 0.2770 —0.0540 0.0463

Mediante el empleo de (13.32) se obtiene

d = 0.434789/0.5157 = 0.843.

Por ejemplo, « = 0.05; entonces para el modelo lineal simple (13.30)yn = 16,
los limites son d;, = 1.10 y d,, = 1.37. Dado que d < d,, se rechaza la hipotesis
nula y se concluye que existe una razén para creer que los errores en (13.30) se en-
cuentran autocorrelacionados.
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13.9.3 Eliminacién de la autocorrelacion mediante
la transformacién de datos

Cuando se rechaza la hip6tesis nula de autocorrelacibn cero, debe ajustarse la
ecuacion estimada de regresibn para compensar la presencia de errores autocorrela-
cionados. A continuacibn se mostrara un enfoque debido a Cochrane y Orcutt.* Se
basa en un método iterativo el cual incluye la transformacion de las variables res-
puesta y prediccion en el modelo original de regresion.

Para el modelo dado por (13.30), considérese la transformacion

Yi =Y, - pY,_,. (13.33)
Al sustituir en (13.33) Y, y Y,_,, de acuerdo con (13.30), se tiene que

Y, = (Bo + Bix, + &) — p(Bo + Bixe_s + £,-1)
= Bol = p) + Bilx, — px,_1) + (e, — pe,_)-
Pero~de (13.31)
& — PE_y =W,
donde 7, son errores aieatorios no correlacionados. Entonces

Y. = Bl — p) + Bilx; — px,_y) + 7,

Yi =By + Bixi + (13.34)

donde By = Bo(l — p), Bi = Bi.y x, = x, — px,_,. De acuerdo con lo anterior,
los errores en el modelo lineal simple transformado (13.34) no estan correlacionados
entre si, y de esta forma este modelo satisface las suposiciones estandar.

Notese que las observaciones transformadas Y; = Y, — p¥,_,y x; = x, —
px,_, son funciones de la autocorrelacion desconocida p, asi que antes de ajustar el
modelo transformado debe obtenerse un estimador de p. Lo anterior puede hacerse
mediante el empleo de los residuos obtenidos de la ecuacion de regresion estimada
originalmente para calcular un estimador MC de la pendiente p en el modelo auto-
rregresivo de primer orden dado por (13.31). Ya que este modelo tiene una intersec-
cidn igual a cero, el estimador MC, r de la pendiente p basado en el analisis de la
seccion 13.3, es

PR B (13.35)

*D. Cochrane y G. H. Orcutt, Application of least squares regression to relationships containing autocorrelated
error terms, J. Amer. Statistical Assoc. 44 (1949), 32-61.

i

#

i
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y los valores transformados son
¥ =‘ Ye = IYi-1» (13.36)

X, =X, — Irx,_;.

Dados los valores transformados para las variables de respuesta y prediccion, el
procedimiento iterativo consiste en determinar la ecuacion de regresion estimada
para el modelo transformado y entonces volver a calcular la estadistica de Durbin-
Watson. Si no es posible rechazar la hip6tesis nula de autocorrelacién cero, el proce-
dimiento llega a su fin. De otra forma, se repite hasta que H, no pueda rechazarse.
Si se requiere mas de una iteracién, entonces se sugiere buscar otros procedimientos
alternativos. :

Como ejemplo, el estimado MC de p para el ejemplo de las ventas es

r = 0.2734/0.5157 = 0.53,

y los valores transformados son los siguientes:

t 2 3 4 5 6 7 8 9

X, 115.09 118.02 124.57 127.76 134.32 136.12 136.39 139.12
Y; 19.20 19.21 20.50 21.29 22.36 22.68 22.51 23.03

t 10 11 12 13 14 15 16

X, 136.17 142.92 135.06 146.79 145.51 153.09 154.17
Y, 22.44 23.69 22.50 24.50 24.53 25.67 25.94

El listado de computadoras que se obtiene mediante el empleo de Minitab* para
el modelo transformado se muestra en la figura 13.8. Notese que el listado también
incluye el valor de d = 1.61 para la estadistica de Durbin-Watson; Minitab propor-
ciona este valor como parte del listado. Paran = 15y a = (.05, se obtienen los li-
mites d;, = 1.08 yd, = 1.36 al consultar la tabla XK. Dado que d > d,, no es po-
sible rechazar la hip6tesis nula de autocorrelacion cero.

Ahora, es necesario escribir la ecuacion de regresion estimada en términos de las
variables originales y ajustar las desviaciones estandar estimadas de B, y B, para re-
flejar la eliminacion de los errores autocorrelacionados. Dado que 85 = B,(1 — p)
y Bi = B, los estimadores MC de By y B: son

by _ —15178
(1=r (1-0.53

= —3.2294,

0

b, = by = 0.1774.

* Se ha omitido una porcion del listado que incluye los valores de las variables de respuesta y prediccion,
residuos, etc.
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LA ECUACION DE REGRESION ES
Y= -1.52+0.177X1

DEV. EST. COCIENTE-T =
COLUMNA COEFICIENTE DEL COEF. COEF/D.E.
. - -1.5178 . 0.5176 -2.93
X1 c2 0.177407 0.003784 46.88

LA DEV. EST. DE T CON RESPECTO A LA RECTA DE REGRESION ES
S = 0.1627
CON (15 — 2) = 13 GRADOS DE LIBERTAD

R-CUADRADO = 99.4%

ANALISIS DE VARIANZA

DEBIDAA DF SC CM = SC/GL
REGRESION 1 58.16086 58.16086
RESIDUO 13 0.34401 0.02646
TOTAL 14 58.50485

" ESTADISTICA DE DURBIN-WATSON = 1.61

FIGURA 13.8 Analisis de regresion lineal después de la transformacion de los datos por
autocorrelacion

Para los estimadores Bg y B; del listado de la figura 13.8, se nota que sus desvia-
ciones estandar estimadas son s(Bg) = 0.5176 y s(B;) = 0.003784. Por lo
tanto, para las desviaciones estandar estimadas de B, y B,, se tiene

By
(1 -7
s(B)) = s(By) = 0.003784.

s(By) = s,: } = s(By)/(1 — r) = 1.1013,

En la tabla 13.7 se encuentra un resumen de la informacién pertinente para las ecua-
ciones de regresion estimadas original y final para los datos de ventas. NoOtese que a
pesar de que el cambio en los valores estimados de los coeficientes es pequefio, existe
un considerable aumento en las desviaciones estandar estimadas de B, y B, y en

TABLA 13.7 Resumen de la informacion para los datos de ventas

Ecuacion original estimada Ecuacién final estimada
$,= — 2.9716 + 0.1765x, $, = — 3.2294 + 0.1774x,
s(By) = 0.7023, s(B)) = 0.002456 s(By) = 1.1013, s(B)) = 0.003784

CME = 0.0368 CME = 0.0265
r’ = 0.997 r’ = 0.994
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forma especial para B,. Pero la varianza residual (CME) ha disminuido. En este
ejemplo, la autocorrelacion aparente no fue lo suficientemente fuerte como para
causar diferencias sustanciales en la inferencia. Cuando ocurre lo contrario, es pro-
bable que se noten diferencias muy drasticas.

13.10 Enfoque matricial para el modelo lineal simple

El uso del algebra de matrices proporciona un medio conveniente para el analisis de
regresion de modelos lineales, en forma especial de aquellos que contienen mas de una
variable de prediccion. Se ilustrara el uso del algebra de matrices mediante el examen
del modelo lineal simple. Para una breve revision de los fundamentos del algebra de
matrices, se invita al lector a que consulte el apérdice que se encuentra al final de este
capitulo.

Para los n pares (x,,Y,). (x.. Y1), ..., (x,, ¥,), el siguiente modelo lineal simple

Y= By + Bix; + & i=1,2,..,n
En otras palabras,
Yi = B + Bixy + g

Y; = By + B + &

yn=30+61xn+8n

son n ecuaciones lineales para las que Y,, Y,, ..., Y, son las observaciones de la res-
puesta para los correspondientes valores fijos x,, x,, ..., x, de la variable de predic-
cion, g, &, ..., &, son los errores aleatorios no observablesy 8y y 8, son los para-
metros por estimarse. Si se definen las matrices

Y| Fl X &)
S R e IR A

: : : B :

Yn l xn &y

entonces

Y, I x —,30:' £ Bo + Bix, + &
+

Y, 1 x B, e _ | Bot Bzt &

Y,, 1 X, E, ,80 + Bl’\.ll + €,

Como resultado se tiene que el modelo lineal simple puede expresarse en la nota-
cion de matrices

Y = XB + & (13.37)
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Si se supone el caso de la teoria normal, entonces € es un vector de variables aleato-
rias normales, tal que
E(e) = 0,
Var(e) = o1

donde o es la varianza del error, comin a todos ellos, e I es la matriz de identidad
correspondiente.

Ahora, considérese la estimacion de minimos cuadrados de 8, y 3,. Recuérdese
que las ecuaciones normales estan dadas por (13.4). Dado que

11 o 3
n Tx
x'x=[ ] I x =[ } (13.38)
X; Xy toX, o 2x; Ex,z
1 x,]
y
A | "
X'Y =[ ] . [ZY" ] (13.39)
Xy X3 X, : 2,\',-Y,-
Y,
entonces

n  32x;][B, nB, + B, Zx; 2Y;
(X'X,B = 3 = = = x’Y'
2x,‘ Zx,' B| B()Exi + Bllez EX,Y,-

Por lo tanto, las ecuaciones normales en forma matricial son

X'X)B = X'Y, (13.40)
donde

B,

==}
fl

B,

es el vector que contiene los estimadores de minimos cuadrados B, y B,.
Si se supone que la matriz cuadrada X'X tiene inversa, entonces en (13.40)

(X'X) '(X’X)B = (X'X) 'X'Y,
IB — (xlx)—ler‘

B = (X'X)"'X'Y (13.41)

es la expresion matricial para obtener los estimadores de minimos cuadrados B, y B,.
Al emplear los datos correspondientes al ejemplo de salarios inciales, se ilustrara
que la expresion dada por (13.41) proporciona los mismos estimadores de minimos

e i
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cuadrados para 8, y 81 obtenidos con anterioridad. El vector Y de salarios iniciales
y la matriz X correspondiente a las calificaciones promedio son

18.5 1 295

20.0 1 3.20
Y=]211}, X=1}1 340}].

16.8 1 275

El lector debe notar que los nimeros uno que se encuentran en la primera columna
de X representan la interseccion B, definida de acuerdo con el modelo lineal simple
propuesto. Al seguir con el calculo se tiene

1 1 2951 15 456
1 .
295 3.20 2.75 : 45.6 139.51
2.75 ]
y
1 1 18.5] 270.8
1 .
295 3.20 2.75 : 830.425
16.8 |
La inversa de la matriz de 2 x 2 es igual a
- 1 [ 139.51 —45.6]
(X'X)™"' = ——
13.29 | -45.6 15

Para evitar la posibilidad de graves errores por redondeo, lo mejor es no dividir
cada elemento de (X'X) ™' por el valor 13.29 hasta que se efectiie el producto (X’'X)
“'X’Y. Entonces, de (13.41) los estimadores de minimos cuadrados son

| o)

1
T 13.29

270.8
830.425

139.51
—45.6

—45.6
15

|
XX)'X'Y = —
( ) 13.29
-6.6269

8.1185

—88.072
107.895

IR |

0 b, = —6.6269 y b, = 8.1185. Al redondear a dos digitos significativos, estos
valores son iguales a los ya obtenidos con anterioridad.
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Ejercicios

13.1.

13.2.

13.3.

13.4.

Formulese un comentario con respecto a la causalid~d p~ra las siguientes situaciones:

a) Durante los pasados 12, ¢z 15 aftos, el mercado de valores crecio cuando el prome-
dio global de la liga mayor de beisbol disminuyo y viceversa.

b) Desde el primer Super Tazon en 1967, el mercado de valores aumento durante todos
los afios en los que el equipo que ganaba el Super Tazon provenia de la vieja Liga
Nacional de futbol, y disminuyd durante los afios en lo que el campeo6n era un
equipo de la vieja Liga Americana de futbol.

De los siguientes modelos, ;cuales son lineales?

a. Y = Bsen(x) + ¢

b. Y = Bysen(Bx) + ¢

c. Y =8+ Bixix, + Bzx% + €

d Y =8+ Bx +¢

Dado el modelo lineal Y, = Bx; + ¢, i = 1, 2, ..., n, supongase que E(g;) = 0,
Var(e;) = o’ paratodaiy Cov(e;, &) = 0 para toda i # j.

a) Obténgase el estimador B de minimos cuadrados para 8.

b) Detérminese si B es un estimador no sesgado de B3, y demuéstrese que Var(B) = o
/Exl.

Una compaiiia local de energia selecciono una residencia tipica para desarrollar un mo-

delo empirico para el consumo de energia (en kilowatts por dia) como una funcion de

la temperatura promedio diaria durante los meses de invierno. Se obtuvo la siguiente

informacion durante un periodo de 15 dias.

2

Temperatura (°C) 0 8 7.5 13.5 14 8.5 4.5 —11

Consumo de 70 57 60 63 57 66 67 107
energia

Temperatura (°C) -7.5 -8.5 1.5 0.5 2 -6 -4

Consumo deenergiaj 9¢ 88 80 64 79 %2 97

a) Grafiquense los datos. ;Sugiere la grafica una asociacion lineal?
b)' Para un modelo lineal simple, obténgase la ecuacion estimada de regresion y grafi-
quese sobre la grafica de la parte a.
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13.6.

13.7.

13.8.

13.9.

13.10.

¢) Interprétense los coeficientes de regresion estimados.
d) {Qué se recomendaria a la compafiia para mejorar el modelo empirico?

.5. Una compailia de seguros desea determinar el grado de relacion que existe entre el ingre-

so familiar x y el monto del seguro de vida Y del jefe de familia. Con base en una muestra
aleatoria de 18 familias, se obtuvo la siguiente informacion (en miles de dolares).

Ingreso 45 20 4 4 47 30 25 20 15

Seguro de vida 70 50 60 50 90 55 55 35 40
Ingreso 35 40 55 50 60 15 30 35 45

Seguro de vida 65 75 105 110 120 30 40 65 80

Kepitanse todos los incisos del ejercicio 13.4.
Dada la ecuacion de regresion estimada para el ejeicici. 13.4:

a) Calculense los residuos.

b) Verifiquese que se cumplen las propiedades 2 y 3 de la seccion 13.3.

¢J Obténgase la varianza residual.

d) Calcuilense los estimadores de las desviaciones estandar de B, y B,.

e) Obténgase un intervalo estimado de confianza del 95% para el valor real de la pen-
diente.

/) Determinese si una relacion lineal entre la temperatura atmosférica promedio y el
consumo de energia es estadisticamente discernible para un nivel o« = 0.05

g) Para cada temperatura atmosférica, calclilense los intervalos de confianza del 95%
estimados para el uso medio de energia y grafiquense éstos contra la recta estimada
de regresion.

Repitanse todos los incisos del ejercicio 13.6 para la ecuacion de regresion estimada del
ejercicio 13.5.

Con respecto al ejercicio 13.4, estimense los consumos individuales de energia para las
siguientes temperaturas:— 10, —8, —35, ~2, 1, 4, 7, 10, y 13. Obténganse intervalos
de prediccion del 95% para las estimaciones.

Con respecto al ejercicio 13.5, estimense los montos individuales del seguro de vida
para los ingresos anuales de 18, 28, 38, 48 y 58 y obténganse intervalos de prediccion
del 95% para sus estimaciones.

Mediante el empleo de los datos de los ejercicios 13.4 y 13.5

a) Llévese a cabo un analisis de varianza para cada conjunto de datos y determinese si
se puede rechazar la hipotesis nula de no regresion lineal a un nivel de a = 0.05.

b) Comparense los resultados de la parte a con los que se obtienen en la parte f del
ejercicio 13.6. Formulese un comentario sobre la relacion entre el valor de la esta-
distica F, calculado aqui, con el de la estadistica 7" determinado en la parte f del ejer-
cicio 13.6.

¢) Calclilense los coeficientes de determinacion y expliquese su significado. ;Puede
concluirse que las verdaderas ecuaciones de regresion entre la temperatura y el con-
sumo de energia, o entre el ingreso anual y el monto del seguro de vida, son estricta-

mente lineales?
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13.11. Los siguientes datos son las alturas X y los pesos Y de una muestra aleatoria de 10 em-
pleados del sexo femenino de una gran empresa. .

Altura (pulgadas)| 68 67 65 68 64 67 66 65 64 66

Peso (libras) |n9 18 129 135 123 140 125 132 118 130

a} Grafiquense los datos.
b) Calcilese el coeficiente de correlacion de la muestra y formalese un comentario
sobre cualquier linealidad aparente entre la altura y el peso.

13.12. Los siguientes datos* representan la potencia diaria, en megawatts, generada por una
central eléctrica de servicio regional, durante el mes de agosto de 1980, y la temperatu-
ra atmosférica en grados Fahrenheit registrada a las 11 a.m. en una localidad central.

Temperatura 9 9 9 99 99 9% 96 97 97

Potencia 153.4  141.0  143.1 156.8 158.7 1585 158.7 159.6 148.3
Temperatura 97 99 94 9t 97 9% 85 79 76
Potencia 137.8  160.0 154.0 1422 1494 1479 1142 94.7 112.5
Temperatura 84 90 76 78 81 90 93 90 9% |
Potencia 123.6 1314 1194 1119 1035 103.7 125.4 129.0 135.6
Temperatura 98 95 95 95

Potencia 1423 1425 1289 1243

a) Grafiquense los datos.

b) Calcilese el coeficiente de correlacion de la muestra y formilese un comentario
sobre cualquier linealidad aparente entre la temperatura y la cantidad de potencia
generada.

13.13. Supongase que se sabe que la curva de regresion entre una respuesta Y y una variable
de prediccion x es lineal. Para estimar la ecuacion de regresion, se toman #n/2 observa-
ciones de Y en el extremo inferior del intervalo de valores de x y n/2 observaciones en
el extremo superior de x. Por conveniencia, los valores extremos de x se han escalado a
-1y + 1.

a) Empléese la ecuacion (13.18) para obtener el intervalo para la varianza de la res-
puesta media para cualquier punto x, de x que se encuentre dentro del intervalo
(-1, .

b) Usese la ecuacion (13.20) para obtener una expresion similar para la varianza de una
respuesta en particular.

¢) SupoOngase que se registran las siguientes observaciones:

X -1 —1 -1 =1 -1 1 1 1 1 1

Y 10 12 9 13 8 20 17 23 24 19

* Cortesia de K. L. Fugett.
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Usese algebra de matrices para obtener las estimaciones de minimos cuadrados para
la pendiente y la interseccidn.

13.14. Supongase que la siguiente informacion sobre el ingreso anual bruto x y el porcentaje

Ingreso bruto

de impuestos pagados Y, proviene de una muestra aleatoria de 14 declaraciones de im-
puestos.

(miles de dolares) | 25.6 42.2 57.6 98.8 10.4 30.1 40.9

Porcentaje pagado

en impuesto 15.4 16.8 19.7 21.7 10.8 15.2 18.9

Ingreso bruto

(miles de dolares) | 29.3 16.1 18.0 . 88.2 34.0 22.1 70.0

Porcentaje pagado

en impuesto 15.9 12.0 14.1 21.1 17.6 14.8 21.6

13.15.

a) Grafiquense los datos. ;Sugiere esta grafica una asociacion lineal?

b) Mediante la suposicion de un ajuste lineal, estimese la ecuacion de regresion y dibu-
jese la recta sobre la grafica de la parte a.

¢) Realicese un analisis de varianza, obténganse los coeficientes de determinacion y co-
meéntese si se puede pensar que la ecuacion de regresion estimada proporciona una
prediccion apropiada. Usese a = 0.05.

d) Predigase el porcentaje promedio de impuestos que pagara la gente con ingresos
brutos de 15 y 85 mil dolares y obténganse las estimaciones de sus desviaciones es-
tandar.

El gerente de una industria desea determinar si existe una relacion lineal entre el nime-
ro de unidades Y, armadas por los operadores de una linea de ensamble, y el lapso x
que transcurre antes de que se presente una falla. Con base en una muestra aleatoria de
operadores de la linea de ensamble, se observa la siguiente informacion:

Tiempo (en horas) l 1 2 3 4

Unidades ensambladas | 25,29, 23, 31 55, 65, 63, 59 73,75, 74,71 90, 88, 91, 87

13.16.

a) Grafiquense los datos y coméntese el resultado.

b) Estimese una ecuacion de regresion lineal mediante el uso del algebra de matrices.
¢) Determinese si la relacion lineal es estadisticamente discernible para un nivel « = 0.01
d) Obténgase un intervalo de confianza del 95% para ia pendiente.

Los siguientes datos muestran el porcentaje de la poblacion con cuatro o mas ailos de
educacion superior x, y la tasa de mortalidad infantil por cada 1 000 nacimientos Y
para una muestra de 15 estados.*

a) Grafiquense los datos y calchlese el coeficiente de correlacion de la muestra.

b) Ajustese una funcion de regresion lineal con la tasa de mortalidad como la respues-
ta y el porcentaje de la poblacion con cuatro o mas afios de educacion superior
como la variable de prediccion. Interprétese el coeficiente de regresion estimado
para la pendiente.

* Hammond almanac, 1981.
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x l 19.4 12.3 13.7 11.0 11.5 16.8 11.8 12.8
Y [ 12.0 15.4 16.0 14.2 17.9 11.9 14.2 12.7
X I 15.3 11.8 11.7 10.4 17.5 15.6 16.1
Y | 138 15.8 13.7 !7.6 10.1 10.¢ 12.1

¢) Laregresion lineal, ;es estadisticamente discernible para un nivel « = 0.05;Cbmo
podria explicarse cualquier asociacién lineal que existiese entre estas dos cantida-
des?

Los datos* que figuran en la tabla 13.8 consisten en informacion anual sobre los pre-
cios relativos del alcohol x y el consumo per cdpita en litros de alcohol absoluto Y para
¢l periodo 1948-1967 en Ontario. .

a) Grafiquense los datos y calciilese el coeficiente de correlacidn de la muestra.

b) Liedl.ite el empleo del analisis de varianza, determinese si la 1egresion lineal entre
el precio relativo y el consumo per cdpita es estadisticamente discernible para un
nivel a = 0.01

Se llevo a cabo un estudio para determinar la relacion entre el nimero de afios de expe-
riencia a x y el salario anual Y para una profesion en particular en una regidn geografi-
ca dada. Se selecciond una muestra aleatoria de 17 personas, las cuales ejercen esta
profesion, y se obtuvo la siguiente informacion:

TABLA 13.8 Datos de la muestra para el ejercicio 13.17

Precio Consumo
Aro relativo per cdpita
1948 0.057 7.9
1949 0.058 7.18
1950 0.055 7.23
1951 0.052 7.23
1952 0.051 7.32
1953 0.055 7.64
1954 0.056 7.73
1955 0.047 7.55
1956 0.045 7.91
1957 0.044 7.86
1958 0.043 7.96
1959 0.043 7.77
1960 0.043 8.14
1961 0.043 8.14
1962 0.041 8.23
1963 0.040 8.46
1964 0.039 8.73
1965 0.038 8.77
1966 0.039 9.18
1967 0.035 8.91

* R.E.’ Popham, W. Schmidt, y J. de Lint, The prevention of alcoholism: Epidemiological siudies of
the effects of government control measures, Brit. J. of Addiction 70 (1975), 125—144.
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13.19.

13.20.

Afios de experiencia | 13 16 30 2 8 31 19 20 1

Salario anual actual

R . . . . 26.4 . . 36.5 169
(miles de dblares) 26.1 332 361 165 364 338

Afios de experiencia | 4 27 25 7 15 13 6. 10

Salario anual actual | 198 360 365 214 310 314 190 246

(miles de dolares)

a) Grafiquense los datos y, con base en esta grafica, determinese si un ajuste lineal es
suficiente.

b) Ajistese un modelo lineal e interprétense los coeficientes de regresion estimados.

¢) ;(Puede rechazarse la hipotesis nula de pendiente cero para un nivel a = 0.01?

d) Estimese el salario promedio para una persona que ejerce esta profesion, la cual
tiene 12 aflos de experiencia; ademas, calciilese un intervalo de confianza del 99%
para este valor.

e) Obténganse los residuos y grafiquense contra los correspondientes afios de expe-
riencia, ;se observa algo fuera de lo comin? Expliquese.

Los siguientes datos representan el producto nacional bruto x y los gastos de consumo
Y en miles de millones de dolares en 1972, para los aflos 1960-1980.*

Afo 1960 1961 1962 1963 1964 1965 1966
x 737.2 756.6 800.3 832.5 876.4 929.3 984.8
Y 452.0 461.4 482.0 500.5 528.0 557.5 585.7
Afo 1967 1968 1969 1970 1971 1972 1973
x 1011.4 1 058.1 [ 087.6 [ 085.6 11224 11859 1.255.0
Y 602.7 634.4 657.9 672.1 696.8 737.1 768.5
Afo 1974 1975 1976 1977 1978 1979 1980
x 1248.0 12339 1 300.4 1371.7 14369 1 483.0 1 480.7
Y 763.6 780.2 823.7 863.9 904.8 930.9 935.1

a) Ajastese un modelo lineal e interprétense los coeficientes de regresion estimados.

b)-Hagase una grafica de los residuos estandarizados contra el tiempo. ;Se puede de-
tectar algin patréon?

¢) Calcilese la estadistica de Durbin-Watson y determinese si los errores se encuentran
positivamente autocorrelacionados. Usese o = 0.05.

d) Si la autocorrelacion positiva es estadisticamente discernible, ajastese la ecuacion
de regresion estimada mediante la transformacion de los datos.

Los siguientes datos representan las ganancias de las empresas por inventario y ajustes
al capital x y los impuestos sobre estas ganancias Y en miles de millones de dolares para
los afios 1960-1980.* Repitanse todas las partes del ejercicio 13.19.

Afo | 1960 1961 1962 1963 1964 1965 1966
x 47.6 48.6 56.6 62.1 69.2 80.0 85.1
¥ 227 22.8 24.0 26.2 28.0 30.9 337

* Economic report of the president february 1982.
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Afto . 1967 1968 1969 1970 1971 1972 1973

x 82.4 89.1 85.1 71.4 832 . 96.6 108.3

Y 325 39.2 39.5 34.2 37.5 41.6 49.0

Afto 1974 1975 1976 1977 1978 1979 1980

ES 94.9 110.5 138.1 164.7 185.5 196.8 182.7

Y 516 50.6 63.8 72.6 83.0 87.6 823
APENDICE

Breve revision del algebra de matrices

Una matriz es un arreglo rectangular de elementos en renglones y columnas. Por
ejemplo, :

IR T TR
le Xap .o ij "t Xop
X =
X;) xi2 cve xij Xy
xml xm2 e xmj Y X

s una matriz que contiene m renglones y n columnas. Las entradas x;;, i = 1, 2, ...,
m, j = 1,2, ..., n, son los elementos de la matriz X. El primer indice () identifica
el renglon en el que se encuentra el elemento, y el segundo () la columna a la que
pertenece. La matriz X de m renglones y n columnas se conoce como una matriz de
orden (o dimensién) m por n. En general, una matriz se denota por una letra mayus-
cula en negritas, mientras que la correspondiente letra mindscula designa a un elemen-
to de ésta. Es una practica comun utilizar la siguiente notacion abreviada:

X = [x;], i=1,2,....m, j=12,..,n

para designar a la matriz X de dimension m x n,

Una matriz que contiene sélo una columna recibe el nombre vector columna, y
una matriz formada por un renglén vector renglén. Las matrices

Y = Y2 7 = [ZI L Zn]

son ejemplos de vectores columna y renglon, respectivamente; Y es un vector colum-
naden X 1,y Z' es un vector renglén de 1 X n. La razon para emplear el simbolo
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de virgulilla en el vector rengloén Z' se explicara en forma breve. Ya que un vector co-
lumna o renglédn tienen s6lo un renglén o una sola columna, nicamente es necesario’
usar una notacion para identificar la posicion de los elementos.

Una matriz que tiene el mismo niimero de renglones que de columnas recibe el
nombre de matriz cuadrada.

3 -2 1 ,
A=| 0 2 4 B=[l(2) "f]
-3 15

son ejemplo de matrices cuadradas. A es una matriz cuadradade 3 X 3, y B es una
matriz cuadrada de 2 X 2.

El intercambio de los renglones y las columnas de una matriz X de m X n da ori-
gen a una nueva matriz denotada por X', de dimensiéon # X m que recibe el nombre
de transpuesta de X. Por ejemplo, dada la matriz

2 -3 o
X_[l s -12]’

la transpuesta de X es la matriz cuya primera columna es igual al primer renglén de
X y cuya segunda columna es igual al segundo renglén de X,

2
X=|-3 5
0 ~12

En general, dada

X = [x;], i=12,....m, j=12,...,n,
se tiene
X,=[xj','], j= ],2,...,71, i= l,2,...,m.

En otras palabras, el elemento en el i-ésimo renglon y la j-ésima columna de X se en-
cuentra en el j-ésimo renglon y la i-ésima columna de la matriz transpuesta X’. La
transpuesta de un vector columna es un vector renglon y viceversa. Por esta razon se
acostumbra emplear el simbolo de virgulilla para denotar un vector renglén.

Se dice que dos matrices son iguales s6lo si sus correspondientes elementos son
iguales. De esta forma, una condicion necesaria para que dos matrices sean iguales
€s que tengan la misma dimension. Por ejemplo, las dos matrices

a, dap -2 0
A= a,, ary B = 5 6
as  as 12 -5
son iguales si
ay= -2 ap= 0
an = 5 anp= 6

asy = 12 ayy = -5.
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La;suma o diferencia entre dos matrices s6lo es posible cuando sus dimensiones
son las mismas. La suma (diferencia) de dos matrices es una matriz cuyos elementos son
las sumas (diferencias) de los correspondientes elementos de las dos matrices. Por
ejemplo, dadas

-
: [-25] L_[s4 -3
i 8]’ B‘[z -6]’
[-2+4 5-3] [2 2
A+B“_ 3+2 8—6]—[5 2]’

o |-2-4 5-(-3] _[-6 8

A=B=1 37 8—(—6)]_[ 1 14]'

Dadas dos matrices A y B, la matriz producto AB se define s6lo si el namero de
columnas de A es igual al nimero de renglones de B. Entonces, siAesdem X nyB
es de n X p, el producto AB es una matriz de dimensiéon m x p para la que el ele-
mento que se encuentra en el i~ésimo renglén y la j-ésima columna es igual a la su-
ma de los productos de los elementos que se encuentran en el i-ésimo renglon de A'y
la j-ésima columna de B. Si

1 -2
A=[—3 41, B=[_i ;]
0 -1

[ 1 2], (=2 + (=2 (D) + (=D3)
AB=1-3 4 [ 4 3]= (=)= + @@ (=3 + @O

0 -1 0)=2) + (=D&  O)X1) + (—DA3)

[—10 -5
=] 22 9.

| -4 -3

Notese que para este par de matrices el producto BA no esta definido; en general, la
multiplicacion de matrices no es conmutativa. También es interesante notar que si Y
es un vector columna de n X 1y Y’ es un vector renglén de 1 X n, entonces YY' es
una matriz cuadrada de dimension 7 y Y'Y es un escalar. Un escalar es cualquier na-
mero de la recta real (—=, =). La multiplicacién de una matriz por un escalar da
origen a una matriz cuyos elementos son los productos de los correspondientes ele-
mentos originales y la cantidad escalar. Por ejemplo, dada

=21 =2

A“[ 3 4 1]’

Csa = |5 =) (=5=| _| 10 -5 10]_
(=53)  (=54) (=50 -15 =20 -5
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Existen ciertas matrices especiales que vale la pena mencionar. Una matriz cua-
drada de dimensioén n cuyos elementos son cero excepto los que se encuentran sobre
la diagonal principal,* elementos iguales a uno, recibe el nombre de matriz identidad
de orden n. Por ejemplo,

100
‘1=[(') (1)] I=[o 10
00 1

son matrices identidad de orden 3 y 2, respectivamente. En la multiplicaciéon de ma-
trices cuadradas, la matriz identidad juega el mismo papel que el niimero 1 tiene en
la multiplicacién entre escalares. Esto es, dada cualquier matriz A, el producto de la
correspondiente matriz identidad y A da como resultado la matriz A, siempre que
exista compatibilidad para llevar a cabo la multiplicacién. De esta forma,

IA = Al = A,

Se dice que una matriz cuadrada es simétrica, si es igual a su transpuesta. Dada
cualquier matriz cuadrada A, si A = A’, entonces A es simétrica. Por ejemplo,

2 1 =2
A= 1 4 3
-2 3 1
es una fmatriz simétrica. Notese que los elementos que se encuentran formando un
triangulo por debajo de la diagonal principal son idénticos a los correspondientes en
el triangulo que se encuentra por encima de la diagonal principal. Si una matriz A de
m X n se premultiplica por su transpuesta, la matriz producto sera simétrica. De
esta forma, A’A es una matriz simétrica de orden n. Por ejemplo, dadas

(2 1
I S
3 2
- 21
, 213] [14 12]
A'A = 1 4| = .
14 2|5 12 21

Una matriz diagonal es cualquier matriz cuadrada para la que todos los elemen-
tos que se encuentran fuera de la diagonal principal son cero.

4 00
A=10 3 0
007

es una matriz diagonal. Debe ser evidente que la matriz identidad es un caso especial
de una matriz diagonal.

* La diagonal principal contiene los elementos cuyas posiciones en el renglon y la columna son las mis-
mas.

i
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Un vector cero es cualquier vector columna para el que todos sus elementos son
cero.

[ e )

es un vector cerode 4 x 1.

A continuacion se define un concepto importante en el algebra matricial, que se
conoce como la inversa de una matriz cuadrada. Sea A una matriz cuadrada de
orden 7. Si existe una matriz denotada por A—!, tal que

AT'TA=AAT=1

donde I es la correspondiente matriz ide..tidad, entonces A~' es la énica matriz in-
versa de A. Si "na matriz cuadrada tiene inversa, se dice que es no singular; de otra
forma, recibe el nombre de matriz singular.

Para cada matriz cuadrada, es posible definir y calcular una cantidad escalar que
se conoce como el determinante de la matriz. El valor del determinante de una matriz
cuadrada es el factor para decidir si ésta tiene o no inversa. Sea A cualquier ma-
triz cuadrada. Si el determinante de A, denotado por det(A) no es igual a cero, existe
la matriz inversa de A. Si det(A) = 0, entonces A es singular. La nocién de una
matriz inversa es el analogo del inverso multiplicativo en el algebra de escalares.

Como ilustracion, se encontrara la inversa de matrices s6lo para el casode 2 X 2.

En general, sea
| Gn ap
A = [au azz:l

cualquier matriz de 2 x 2. El determinante de A se define como
det(A) = a,, a, — a;ay

y puede demostrarse que la matriz inversa de A esta dada por

dn 4
A det(A) det(A)

o _an ay
det(A) det(A)

| 23
a- [

det(A) = (2)(1) - (-1DB) =5,

Por ejemplo, dada
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y

_fys -3s
A ‘[1/5 2/5]

es la matriz inversa de A. Este resultado puede verificarse en forma sencilla, ya que
1. _ VV/S =3/5 2 3] _ -1
ATA= [1/5 25| [ -1 1] =AM
b2 3f11/5 =3/51 _ |t o
“1-1 1]]1/5 2/51 [0 1|
Para finalizar, debe notarse que la inversa de cualquier matriz diagonal también

es una matriz diagonal, cuyos elementos sobre la diagonal principal son los recipro-
cos de los elementos que se encuentran en la diagonal principal de la matriz original.

Por ejemplo. dado que
9 0 0
A=10 5 0f,
0 0 10

1/9 0 0
A'=10 1/5 0 [
0 0 1/10
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CAPITULO CATORCE

Analisis de regresion:

el modelo lineal general

14.1 Introduccion

En el capitulo 13 se examinaron los fundamentos del analisis de regresion para el
modelo lineal simple. En este capitulo se extenderan los conceptos ya presentados
al modelo lineal general para el cual una respuesta dada se considera como una fun-
cion de varias variables de prediccion. Al examinar este modelo se estudiaran algu-
nas formas para determinar el mejor conjunto de variables de prediccion por incluir
en la ecuacion de regresion. También se proporcionara un estudio detallado del ana-
lisis de residuos (también conocidos como residuales), minimos cuadrados con fac-
tores de peso (ponderados) y variables indicadoras, asi como ejemplos resueltos con
gran detalle. Para este capitulo se emplearan los paquetes estadisticos para computa-
doras Minitab y SAS (véase [6]). Se supone que este tipo de paquetes o algunos simi-
lares se encuentran disponibles para el lector. Para un estudio mas tedrico de los te-
mas presentados en este capitulo, se invita al lector a que consulte [4].

14.2 El modelo lineal general

Sean x,, X3, ..., Xx kvariables de prediccion, las cuales pueden tener alguna influen-
cia sobre una respuesta Y, y supongase que el modelo tiene la forma donde Y; es la

Yi=Bo + Bixa + Boxp + o0 + Buxa + & i=12,..,n (4.1

i-ésima observacion de la respuesta para un conjunto de valores fijos Xii, Xiz> ---s Xik
de las variables de prediccion, , es el error aleatorio no observable asociado con Y.,
y Bo, By -r Bx son m = k + 1 parametros lineales desconocidos. La ecuacion
(14.1) recibe el nombre de modelo lineal general y da origen a lo que se conoce como
una regresion lineal multiple.
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Si se supone el caso de la teoria basada en el modelo normal, las observaciones Y,
son variables aleatorias independientes, normalmente distribuidas con

E(Y;)) = Bo + Bixip + = + Bixis,
Var(Y,) = o?, i=1,2,...,n

De esta forma, los errores aleatorios & son N (0, &) independientes. El modelo li-
neal general define una ecuacion de regresion la cual representa un hiperplano, para
la que el parametro B, es el valor de la respuesta media cuando todas las variables de
prediccion tienen un valor igual a cero. El parametro 8;, j = 1, 2, ..., k, represen-
ta el cambio en la respuesta promedio para un cambio igual a una unidad de la
correspondiente variable de prediccion x;, cuando todas las demas variables de pre-
diccion se mantienen constantes. En este sentido, ; representa el efecto parcial de
x; sobre la respuesta.

La tnica restriccion funcional que se impone al modelo lineal general es que sea
lineal en los parametros desconocidos; el modelo no tiene ninguna restricc’6n con
respecto a la naturaleza de las variables de prediccion; por lo tanto surgen muchos
casos especiales e interesantes, algunos de los cuales cabe mencionar. El modelo
dado por (14.1) implica que los efectos que las variables de predicion Xi, X2, ---» Xx
tienen sobre la respuesta son aditivos, de tal manera que la ecuacién de regresion
propuesta es una funcién lineal de las variables de prediccion. Una ecuacion de este
tipo se denomina modelo de primer orden. Sin embargo, es posible que dos 0 mas
variables de prediccion interactiien, es decir, el efecto de una de las variables de pre-
diccion sobre la variable de respuesta depende del valor de otra variable de predic-
cion. Cuando esto ocurre, los efectos no son aditivos debido a la presencia en el mo-
delo de un término que contiene un producto cruzado el cual representa el efecto de
interaccion. Por ejemplo, considérese un modelo que contiene dos variables de pre-
diccidon que interactian. El modelo es

Y = Bo + Bixy + BoXia + BaxaXiz + &, (14.2)
donde el sumando B;x;.x;, refleja la interaccion entre x, y x,. Si se define
Xi3 = XpXia, i = l’ 2’ Loy 1,

entonces (14.2) puede escribirse en la forma del modelo lineal general (14.1), y de
esta manera se advierte que es un caso especial de éste. NOtese que para este caso es-
pecial el significado de 8, y 8, no es ¢l mismo dado con anterioridad. La derivada
parcial de la respuesta media con respecto a x, (0 con respecto a x,) representa el
efecto sobre la respuesta media por unidad de cambio en x, (x,) cuando x,(x,) se
mantiene fija. Las derivadas parciales son

JE(Y

a—(z =B+ Bix;
X

oE(Y

SE) =B, + Bix,.

ax;

—
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Otro caso interesante surge cuando en (14.1) se tiene
x;=xi, i=12..,n j=12,..,k

Entonces el modelo lineal general toma la forma

~

Y, = Bo + Bix; + Boxi + - + Bixt + &, (14.3)

la cual se conoce como modelo curvilineal o polinomial. En este caso se supone que la
respuesta promedio es una funcion polinémica de grado k de una sola variable de
prediccion. Por lo tanto, la ecuacion de regresion propuesta para la respuesta pro-
medio es upa funcién no lineal de la variable de prediccion, pero sigue siendo lineal
en los parametros. Es importante notar que lo que se busca en este caso es el grado k&
que mejor se ajusta a una muestra aleatoria de la variable respuesta.

Para describir en forma adecuada una variable respuesta dada, muchas veces es
necesario incluir términos lineales, cuadraticos y de interaccion en el modelo pro-
puesto. Por ejemplo, un modelo para dos variables de prediccion podria ser

Y, = Bo + Bixu + Baxia + Baxh + Baxiy + Bsxuxis + €. (14.4)

Al definir nuevas variables de prediccién, asi como se hizo anteriormente para los
términos cuadraticos y de interaccion, se observa que (14.4) también es un caso espe-
cial del modelo general. Este tipo de modelo se denomina ecuacion completa de
segundo orden y define varias superficies para la respuesta promedio como una fun-
cion no lineal de las variables de prediccion x, y x,. Para k = 2 variables de pre-
diccion distintas, una ecuacién de regresion completa de segundo orden consiste en
un término constante, kK términos lineales, k términos cuadraticos y k(k — 1)/2 tér-
minos de interaccion.

A continuacion se regresara al modelo lineal general dado en (14.1) para obtener
los estimadores de minimos cuadrados de los parametros y para desarrollar técnicas
de regresion para este modelo. Todos los casos especiales mencionados con anterio-
ridad asi como muchos otros que no se citaron de manera especifica, se encuentran
incluidos en el siguiente analisis. Se empleara el algebra de matrices, ya que ésta sim-
plifica en gran medida la presentacién.

Dada una muestra aleatoria de observaciones Y, Y,, ..., Y, en los puntos de
observacion X;;, Xy X 5 ...y Xigy Xa14 X22y oees Xohs oy Xpyy Xn2, ooy X, TESpeCtiva-
mente, con base en el modelo lineal general, se tienen las n ecuaciones siguientes:

Yy =B+ Bixy + Baxpa + - + By + g

Yo = By + Bixay + Boxn + 0+ Bixy + &

yn = B() + lenl + BZ"nZ +oee 4 Bk'rrlk + Ep-

Como resultado, el modelo lineal general también puede expresarse en forma ma-
tricial como

Y=XB+e¢, (14.5)
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donde
Y, boxy xp X Bo €)
Y = Y, X = I oxy x  xu B= Bi e=|%
Yn 1 Xnt  Xn2 " Kak Bk €,

El lector no tendra ninguna dificultad para reconocer que (14.5) tiene la misma for-
ma matricial que el modelo lineal simple (13.37), excepto que ahora X es una matriz
de n X m para las variables de prediccién, y 8 es un vector de parametros descono-
cidos de m X 1, mientras que Y y € siguen siendo vectores de n X 1, los que contie-
nen las observaciones de la variable de respuesta y los errores aleatorios asociados
con éstas, respectivamente. '

Bajo el caso de la teoria normal

Y ~ N(XB, a’D),
€ ~ N@©, o),
donde

Var(Y) = Var(e) = o’L

De esta manera Y y € son vectores de variables aleatorias independientes normal-
mente distribuidas.

Para la estimacion de los parametros por minimos cuadrados las ecuaciones nor-
males toman la misma forma dada por (13.40), o

(X'X)B = X'Y

donde, ahora, (X’X) es un matriz de m x ny B es un vector de m X 1 el cual contie-
ne los estimadores de minimos cuadrados B,, B,, ..., B,. Si (X'X) tiene inversa, la
solucion para el vector B esta dada por

B = (X'X)"'X'Y.
Por lo tanto, la ecuacion estimada de regresion es

Y = XB, (14.6)

donde el vector ¥ de n x 1 contiene los valores estimados para la respuesta prome-
dio correspondientes a los n puntos de observacion de las variables de prediccion. La
diferencia entre los vectores Y'y Y proporciona el vector de residuos.

Puede demostrarse que las propiedades de los estimadores de minimos cuadra-
dos B,, B,,.... B, son extensiones de las propiedades de los estimadores para €l
modelo lineal simple, es decir, de acuerdo con el caso de Ia teoria normal, los estima-
dores también son de maxima verosimilitud, de tal manera que lo siguiente se verifica:
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1. Cada B; tiene una distribucion normal conmedia E(B) = B;,j = 0, 1, 2, i, k,
y varianza Var(B) = ¢, , 0% j = 0, 1, 2, ..., k, donde c; , i; es el
elemento de la diagonal (j + 1) de (X'X)"". : » Do

2. Cov(B;, B) = vy genoh i #7 =0, 1,2, ...,k donde Cusn, gssy €S
el elemento de (X’X) ' que se encuentra en el renglén (i + 1) y la columna (j + 1)

. para i j. :

Un estimador no sesgado de la varianza del error es

S? = Xliﬂ, (14.7)

n—-m

donde el numerador de (14.7) no es mas que la suma de los cuadrados de los resi-
duos. Noétese que el denominador de (14.7) es igual al namero de observaciones,
menos el nimero de parametros que figuran en el model~, e' que para el modelo li-
neal generales m = k + 1. Por lo tanto, una estimacién de Var(B)) es.

sz(Bj) = c(,-H,sZ, j=0,1,2, ..,k

donde c(;,, tiene un valor igual al ya definido con anterioridad.
De los resultados anteriores puede deducirse que la cantidad

B, — ,BJ)/S(B,'), j=0,1,2,...,k,

es una variable aleatoria 7 de Student con n — m grados de libertad. Entonces, un in-
tervalo de confianza del 100(1 — «)% para el parametro B; es

byt o ams(B), Jj=0,1,2,..,k, (14.8)
y una estadistica apropiada para probar la hipotesis nula
Hy: 3, =0
contra cualquier alternativa, ya sea ésta uni o bilateral, es la ya familiar ¢ de Student
T=28B/s(B), j=0,12,..k,

con n —m grados de libertad.
Considérese la técnica del analisis de varianza para probar la hip6tesis nula

HyBy=B,="=8=0
contra la alternativa
H: B, # Oparaalginj = 1,2, ..., k.

Dado que H, establece que todos los parametros de regresion son iguales a cero, €x-
cepto el término constante, esto implica que no existe ninguna relacion igual a la es-
pecificada por el modelo propuesto entre la respuesta y el conjunto de variables de
prediccion. No obstante, se advierte al lector que el hecho de rechazar a H, no nece-
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sariamente implica que la ecuacion estimada de regresion sea til para efectuar pre-
dicciones. Se necesita profundizar el analisis antes de que se pueda dar un juicio de-
finitivo sobre la utilidad de la ecuaci6én de regresion.

Al seguir el mismo argumento para el modelo lineal general que el dado para el
modelo lineal simple en la seccioén 13.7, puede demostrarse que la suma total de cua-
drados se encuentra dividida en la suma de cuadrados de la regresion y en la
suma de cuadrados de los errores. Mediante el empleo de la notaciébn matricial,
STC, SCR y SCE se encuentran definidos en la tabla 14.1.

El nimero total de grados de libertad sigue siendo n — 1, pero el nimero de gra-
dos de libertad para el error ahora es de n —m. Los grados de libertad para la regre-
sionson(n —1) —(n —m) = m —1 = k, dadoque m = k + 1. La varianzaresidual o
SCE/(n —m) es el cuadrado medio del error y SCR/(m — 1) es el cuadrado medio de
la regresion. Bajo la hipotesis nula, la estadistica de prueba apropiada es

F = CMR/CME,

la cual tiene una distribucion /" con m — 1 y n —m grados de libertad. Al igual que en
los casos anteriores, puede argumentarse que si un valor de esta estadistica es lo sufi-
cientemente grande, entonces una porcion considerable de la variacion en las obser-
vaciones puede atribuirse a la regresion de Y sobre las variables de prediccidbn como
se encuentran definidas por el modelo. De esta forma se rechaza la hip6tesis nula
siempre que el valor calculado se encuentre en el interior de una region critica de ta-
mafic & en el extremo superior de la distribucion. En la tabla 14.1 se da la tabla de
analisis de varianza para el modelo lineal general.

Para el modelo lineal general la nocioén del coeficiente de determinacion se ex-
tiende para dar origen a lo que se conoce como coeficiente de correlacién multiple o
coeficiente de determinacion miiltiple. El coeficiente de correlacion multiple se defi-
ne como

P R SCE (14.9)

STC STC
y al igual que %, mide la proporcion de Ia variacién total de las observaciones con
respecto a su media, atribuible a la ecuacion de regresion estimada. En otras pala-

TABLA 14.1 Tabla ANOVA para el modelo lineal general

Fuente de Numero de Sumas de
variacién grados de libertad los cuadrados Cuadrados medios Estadistica F
. (Y)Y SCR/(m — 1)
Regresion k = - XY - —— SCR -1 —
grest m-1 B n fm =D SCEMn )

Error n-m Y'Y - BX'Y SCE/(n — m)
\ 2
Total n—1 Y'Y — (Z—Y')

n
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bras, R’ es una medida relativa de qué tanto las variables de prediccién incluidas en
¢l modelo explican la variacion de las observaciones. Al igual que para el modelo li-
neal simple, 0 < R’ < 1, y entre més cercano a uno es el valor de R> mayor es la
cantidad de la variacion total que puede explicarse por medio de los términos que
aparecen en el modelo. Por si mismo, R? no puede validar el modelo propuesto, ni
tener un valor de R’ cercano a uno necesariamente implica que la ecuacion de regre-
sion estimada sea apropiada para prediccion. ’

~ Supbngase que se desea predecir la respuesta promedio cuando las k variables de
predicciéon toman los valores especificos x,, x,, ..., x;, respectivamente. En nota-
cion matricial, sea

X, = [1x, x5 x]

un vector renglon el cual identifica las coordenadas para las cuales se va a formular
la prediccion. Entonces la respuesta promedio estimada es

Y, = X,B
= By + B\x, + B,x, + -+ + Byx,. (14.10)
Dada (14.10), puede démostrarse que
Var(Y,) = o?X(X'X)7'X,.
De esta forma, una estimacién de Var( Y, es
$3(Y,) = $X,(X'X) "X, (14.11)

donde s? es la varianza residual y X es la matriz original de valores x, los cuales dieron
origen a la ecuacion de regresion estimada. De acuerdo con el caso de la teoria nor-
mal, un intervalo de confianza del 100(1 — «)% para la respuesta promedio en
X1, X2y ooes Xi, €8

Vp ® tan. n-mS(Y,). (14.12)

Si se desea estimar una respuesta particular para x;, x,, .... X. la prediccion es-
tara dada por (14.10), pero la varianza sera

Var(¥,,.) = o[l + X,(X'X) 'X,1.

Por lo tanto, un intervalo de prediccion del 100(1 — «)% para el valor real de la
respuesta en x,, X». ..., X;, €S

~

_szm x tlvu/l. n—ms( Yparl)v

(14.13)

donde
(Vo) = $2[1 + X0(X'X)7'X, 1.
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Ejemplo-14.1 :N.H.* Prater desarrollé una ecuacion.de regresion para estimar la
produccion de gasolina como una funcién de las propiedades de destilacion de cierto -
tipo de petroleo crudo. Se identificaron cuatro variables de prediccion: la gravedad
del petréleo crudo;, °API, (x,); la presidn de vapor-del petrdleo crudo, psi(x,); el
punto dé 10% ASTM para el petrdleo crudo, °F (x;) y el punto final ASTM para
la gasolina, °F (x,). Los primeros dos miden la gravedad y la presién de vapor del
petréleo crudo. El punto de 10% ASTM es la temperatura para la cual se ha evapo-
rado cierta cantidad de liquido, y el punto final para la gasolina es la temperatura
para la cual se ha evaporado todo el liquido. La variable respuesta fue la cantidad de
gasolina producida expresada como un porcentaje respecto al total de petréleo cru-
do. El objetivo radico en determinar una ecuacion de regresion para la produccién
de gasolina como una funcion lineal de las propiedades de destilacion de cierto tipo de.
petrdleo crudo x,, x,, x,y el punto final deseéado para la gasolina x,. Los datos de la-
boratorio obtenidos por Prater se muestran en la tabla 14.2.

Se emplear4n los datos que aparecen en la tabla 14.2 para ilustrar las técnicas que
hasta este momento se han presentado para regresion lineal multiple mediante el
empleo del paquete SAS. Este problema también se considerara como perteneciente
a un problema particular que puede encontrarse en la regresion lineal maltiple y que
se conoce como multicolinealidad. Debe notarse que desde la publicacién de los
datos de Prater, en 1956, varios autores los han empleado con el proposito de
ilustrar diferentes aspectos del modelo lineal general. Entre ellos, Daniel y Wood [2]
desarrollaron una ecuacion de regresién muy diferente a la dada por Prater.

Mediante el empleo de una opcion de SAS, denominada GLM, se ajusta el mode-
lo lineal

Y = By + Bix; + Byxy + Bax3 + Bux, t+ &

En la figura 14.1 se proporciona el listado de computadora. Notese que en la parte
inferior de éste se encuentran cinco columnas de informacién. La primera columna
de la izquierda identifica a las variables de prediccion en el modelo que incluyen al
término constante. La segunda columna proporciona las estimaciones por minimos
cuadrados; en la tercera se encuentran los valores ¢ de Student para probar la hipote-
sis nula de que el valor del parametro es cero; la cuarta columna da la probabilidad
(valor p) de observar un valor ¢ de Student, al menos tan grande en magnitud, como el
valor observado (ignorando su signo) y la quinta columna proporciona las desviacio-
nes estandar (errores) para las estimaciones por minimos cuadrados. De esta forma,
la ecuacidn estimada de regresi6én (tomando en cuenta s6lo dos cifras decimales) es

y = —-682 + 0.23x; + 0.55x;, — 0.15x; + 0.15x,.

En la parte superior de la figura se encuentra la tabla ANOVA con gl(CMR)= 4,
SCR = 3429.27, CMR = 857.32, g/(SCE) = 27, SCE = 134.80, ECM = 4.99,

* N.H. Prater, Estimate gasoline yields from crudes, Petroleum Refiner 35 (1956), 236-238. La reproduc-
cion de la tabla se hizo con el permiso de Petroleum Refiner (posteriormente Hydrocarbon Processing),
Mayo 1956.
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TABLA 14.2 Datos de la muestra para el ejemplo 14.1 .

Observacién. -~ . - ¥ Xy S0 TT SR X3 Uxgn
1 6.9 38.4 6.1 220 235
2 N 14.4 40.3 4.8 231 307
3 : 7.4 40.0 \ 6.1 217 212
4 8.5 31.8 0.2 316 365
5 8.0 40.8 3.5 210 218
6 2.8 41.3 1.8 267 235
7 5.0 38.1 1.2 274 285
8 12.2 50.8 8.6 190 205
9 10.0 32.2 5.2 236 267

10 15.2 38.4 6.1 220 300
11 26.8 40.3 4.8 231 367
12 14.0 32.2 2.4 284 351
13 14.7 31.8 0.2 316 379
14 6.4 41.3 1.8 267 275
15 17.6 38.1 1.2 274 365
16 223 50.8 8.6 190 275
17 248 32.2 52 236 360
18 26.0 384 6.1 220 365
19 349 40.3 4.8 231 395
20 18.2 40.0 6.1 217 272
21 23.2 32.2 2.4 284 424
22 18.0 31.8 0.2 316 428
23 13.1 40.8 3.5 210 273
24 16.1 41.3 1.8 267 358
25 32.1 38.1 1.2 274 444
26 34.7 50.8 8.6 190 345
27 31.7 32.2 5.2 236 402
28 33.6 38.4 6.1 220 410
29 30.4 40.0 6.1 217 340
30 26.6 40.8 3.5 210 347
31 27.8 413 1.8 267 416
32 45.7 50.8 8.6 190 407

gl (STC) = 31 y STC = 3 564.08. El valor F calculado para probar la hip6tesis nula
Hy:B=B,=B=8:=0

es de 171,71, y la probabilidad de observar un valor mayor se encuentra inmediata-
mente a la derecha de éste. Debajo del valor p esta la desviacion estandar residual, s
= 2.23. El coeficiente de correlacion multiple es 0.9622, lo cual significa que alrede-
dor de un 96% de la variacion total de las observaciones con respecto a su media
puede explicarse por las cuatro variables de prediccién incluidos en la ecuacion de
regresion.

En el extremo superior derecho, esta el coeficiente de variacion, el cual se definio
en el capitulo 3. En este caso, el valor de CV es el cociente de la desviacion estandar
residual entre la media de las observaciones. Ya que en este caso s = 2.23 yy =
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19.66, CV = ll 37%..En el andlisis de regresion es deseable que la desviacion estin:
dar residual séa una pequeita fraccion de la media de las observaciones, ya que loan-
terior, en general, implica que gran parte de la variaci6n en.la respuesta se explica
mediante las variables de prediccion en la ecuacion de regresion. En la siguiente sec-
cioén'se daran méas explicaciones con respecto a la mformacnbn que se encuentraen la
partemedladelafigura S

Con base en el anélisis antenor, existe una pequeﬂa duda de que la regresnbn
entre la produccién de gasqlina y las cuatro variables de prediccion sea estadistica-
mente significativa. Debido a que se rechaza la hipotesis nula de que todos los coefi-
cientes de regresion (excepto el término constante) son iguales a cero y el
valor del coeficiente de correlacidon multiple es relativamente alto al 0.9622. Sin em-
bargo, existe una razébn para preocuparse con respecto a la utilidad de la ecuaciébn de
regresion dada. Por ejemplo;las desviaciones estandar de los estimadores de mini-
mos cuadrados para 8,y 8; son grandes, lo que sugiere que x,, y posiblemente otras
variables de prediccién, puedan no tener un gran efecto sobre la produccion de gaso-
lina. En las siguientes secciones se examinaran los procedimientos adecuados para
obtener la mejor ecuacién de regresion para un conjunto dado de variables de pre-
diccion. Los datos del ejemplo 14.1 se utilizaran de vez en cuando para otros ejemplos
en este capitulo.

14.3 Principio de la suma de cuadrados extra

La inclusién de una variable de prediccion en un modelo de regresion no implica, en
forma necesaria, que tenga un efecto substancial sobre la respuesta dada; es decir,
cuando un investigador identifica un conjunto de variables de prediccion, esto indi-
ca el potencial de las variables para explicar la variacion en la respuesta. Queda por
comprobarse si algunas realmente lo hacen.

El procedimiento apropiado para encontrar los efectos individuales de las varia-
bles de prediccion se basa en el principio de la suma de cuadrados extra. Este princi-
pio permite determinar la reduccion en la suma de los cuadrados de los errores cuan-
do se introduce un coeficiente adicional de regresiéon para alguna funcién de una
variable de prediccion en la ecuacion de regresion. Cabe recordar dos cosas impor-
tantes: 1) la suma total de cuadrados sigue siendo la misma sin importar el nimero
de términos que se introduzcan en el modelo de regresion. 2) La suma de los cuadra-
dos de los errores siempre disminuye (cuando menos un poco) conforme se aitaden
mas términos al modelo.

Dado que la suma de los cuadrados de regresion es la diferencia entre STC y SCE, el
incremento en SCR tiene un limite conforme se suman mas términos al modelo. Una
estrategia logica en la regresion lineal maltiple es la de afiadir no cualesquiera térmi-
nos, al modelo, sino s6lo aquéllos que incrementen en forma significativa la suma de
los cuadrados de regresion y de esta manera disminuyan significativamente la suma
de los cuadrados de los errores. Como ejemplo, en el modelo lineal simple, SCR es la
suma extra de los cuadrados debida a la inclusion del término lineal B,x en el mode-
lo. En otras palabras, SCR representa la reduccion en la suma de los cuadrados de
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los errores cuando se aflade un efecto lineal de la variable de prediccion al modelo
original. :
l Yi = Bo + 8,'.

_ Para ilustrar el principio de la suma de cuadrados extra, se emplearan, de los
datos de Prater como variables de prediccion potenciales, solo a x, y x; ¥y se ajusta-
ran todas las posibles regresiones de la produccion de gasolina para esas dos va-
riables. Existen tres ecuaciones de regresion; dos que toman en cuenta a x, y x; en
forma individual y la tercera que contiene a ambas variables x, y x,. En la tabla 14.3
se proporcionan las ecuaciones de regresion estimadas y sus correspondientes tablas
de anlisis de varianza. Notese que se ha empleado la notacion SCR(x ), SCR(x,, x,) y
SCE(x,, x;), para denotar que estas sumas de cuadrados son funciones de las varia-
bles de prediccion ya indicadas en la ecuacion de regresion y de los correspondientes
coeficientes de minimos cuadrados.

A continuacibén se examinaran los resuitados que se encuentran en la tabla 14.3.
Como ya se ha mencionado, para las 32 observaciones dadas de la respuesta, la

TABLA 14.3 Ecuaciones estimadas de regresion y tablas ANOVA para la produccion de ga-
solina, tomando en cuenta a x, y/0 x;

ay = 13.09 + 1.57x,

Fuente de

variacién gl sC cM Valor F
Regresion 1 SCR(x,) = 525.74 CMR(x;) = 525.74 5.19
Error 30 SCE(x,) = 3038.34 CME(x,) = 101.28
Total 31 STC = 3564.08 fros. 10 = 4.17

b) § = 41.39 — 0.09x,

Fuente de

variacién gl SC cM Valor F
Regresién 1 SCR(x;) = 353.70 CMR(x,) = 353.70 3.31
Error 30 SCE(x;) = 3210.38 CME(x;) = 107.01
TOt-al 31 STC = 3564.08 ﬁ);95.|‘30 = 4.17

)V = —2.52 4+ 2.26x, + 0.05xs

Fuente de ;

variacion gl sC cM Valor F
Regresion 2 SCR(x,, x;})'= 54749 CMR(x,, x;) = 273.74 2.63
Error 29 SCE(x1, x;3) = 3016.59 CME(x,, x;) = 104.02

Total 3t STC = 3564.08 Soos. 2w = 3.33
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suma total de cuadrados es STC = 3 564.08 sin importar cuantas variables de predic-
cion se incluyan en el modelo. Para la regresion de Y sobre x,,SCR(x,) = 525.74 es la
reduccion en la suma de los cuadrados de los errores cuando se afiade el término 3,x,
al modelo Y; = B, + &;. En otras palabras, si se ajusta el modelo Y; = B, + ¢;, se
supone que la tnica fuente de variacion en Y; es el error aleatorio; la recta de regre-
sion estimada es simplemente ¥; = Y. Cuando se agrega el término fB,x; al mode-
- 16, entonces parte de la variacién total puede explicarse por la presencia de x,.
Esto es lo que precisamente representa SCR(x;) = 525.74, SCR(x,) es la suma extra
de cuadrados en la que disminuye SCE cuando se afiade el término 8,x, al modelo.
Al emplear el mismo argumento para la regresion de Y sobre x;, SCR (x;) = 353.70
es la suma extra de cuadrados en los que disminuye el error cuando se afiade el térmi-
no B;x; al modelo Y¥; = B, + &,. Para cualquier otro caso, si la reduccion en la
suma de los cuadrados de los errores es substancial, se rechaza la hipotesis nula de
valor cero para el correspondiente coeficiente de regresion. Notese que se rechaza
xy, Hy: B, = 0 paralaregresion de Ysobrex,(valomf = 5.19 > fy 95,30 = 4.17),
pero para la regresion de Y sobre x;, Hy: 85 = 0 no puede rechazarse.
Considérese la regresion de Y sobre x,y x;. Lo que se desea determinar es la re-
duccion en la suma de los cuadrados de los errores cuando se aflade el término B;x;
al modelo, el cual ya contiene el término constante B, y el término S,x,, o la reduc-
cion en SCE cuando se introduce el término 3,x, al modelo, el cual ya contiene a 3,
y B:x;. Noétese que para el modelo ¢ de la tabla 14.3 la suma de los cuadrados de los
errores cuando se incluye en el modelo de regresion, tanto a x, como a x, es SCE(x,,
x3) = 3 016.59. Pero cuando sdlo se tiene a x; en el modelo, SCE(x,) = 3 (038.34.
Por lo tanto, la diferencia entre SCE(x,)y SCE(x,, x;) debe ser la suma de cuadrados
extra debida a la inclusién del término B;x; en el modelo que ya contiene a los tér-
minos By y B:x;. Se denotara esta diferencia por SCR(x; | x,). De esta forma

SCR(x; | x;) = SCE(x,) — SCE(x,, x3) (14.14)
= 3038.34 — 3016.59
= 21.75

es la reduccion adicional en la suma de los cuadrados de los errores cuando se intro-
duce x; en el modelo que ya contiene a x,.

Dado que una reduccion en la suma de los cuadrados de los errores significa un
aumento correspondiente a la suma de los cuadrados de la regresion,

SCR(.\'2, X}) = SCR(X} I XZ) + SCR(Xz) (‘4.‘5)
= 21.75 + 525.74
~ 547.49.

La suma de los cuadrados de la regresion, cuando figuranen el modelo, tanto x, como
X,, se separa en dos componentes, cada uno de éstos con un grado de libertad. SCR
(x3 | x5), el cual refleja la contribucion de x, cuando ésta se anade al modelo Y = B,

+ Byx; + &, ySCR(x,)lacual mide la contribucion de x, cuando ésta se aftade al
modelo ¥ = B, + &.
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TABLA 14.4 Tabla ANOVA aumentada para la regresion de Y sobre x, y x,

Fuente de 0 f o Coee '.

variacion gl sC o ‘ cM Valor F

Regresién "2 SCR (x,, x3) = 547.49 CMR (x3, x3) = 273.74 2.63
X, 1 SCR (x;) = 525.74 CMR (x;) = 525.74 ~ 5.05
x| x 1 SCR(x; | x;) = 21.75 CMR(x; | x;) = 21.75 0.2

Error 29 SCE (x,, x3) = 3016.59 CME(x,, x;) = 104.02

Total 31 STC = 3564.08 fossaz = 3.33; foss 120 = 418

Se puede demostrar que SCR(x; | x;) y SCR(x,) son variables aleatorias indepen-
dientes chi-cuadrada, cada una con un grado de uberad; entonces puede hacerse una
comparacién entre el cucdrado medio correspondiente a SCR(x; | x;), o el de
SCR(x,), y el cuadrado medio del error, CME(x,, x;)por medio de la estadistica F.
Esta prueba se conoce como prueba F parcial sobre una variable de prediccion. En
realidad, la prueba F parcial determina si la contribucion de un coeficiente de regre-
sion es lo suficientemente grande para garantizar su inclusion en el modelo, dado
que otros términos no toman en cuenta al coeficiente que ya se encuentra en el mis-
mo. Por lo tanto, en cierto sentido, se intenta enjuiciar el efecto individual de la co-
rrespondiente variable de prediccién sobre una respuesta dada. La tabla ANOVA
aumentada para la regresiéon de Y sobre x, y x;, la cual incluye las pruebas F par-
ciales, se muestra en la tabla 14.4. Nétese que la inclusion del término B;x; en el
modelo ¥ = B, + ¢ tiene un efecto benéfico, mientras que la inclusion de B;x; en
Y = By + BX; + € no.

A lo largo de toda la presentacidn anterior se supuso que el término S3;x; era el
ultimo en sumarse al modelo que incluye a x, y x;. Sin embargo, es posible realizar
pruebas parciales F para cada coeficiente de regresion, como si la correspondiente
variable de prediccion fuese la Gltima en haberse afiadido al modelo. De esta forma,
los efectos individuales de cada variable de prediccion, en presencia de las otras,
pueden comprobarse. Para el ejemplo, lo que se desea es determinar la contribucién
del término B3,.x; cuando el modelo ya contiene a B, y a 85x3.

Al seguir el mismo procedimiento dado con anterioridad, la suma de los cuadra-
dos de los errores cuando, tanto x, como x; se encuentran en el modelo, es SCE(x,,
X3) = 3 016.59. Pero cuando s0lo se encuentra x; en el modelo, SCE(x,) =3 210.38.
De esta forma, la reduccion en el valor de la suma de los cuadrados de los errores
cuando se afiade el término 8, x, al modelo que ya contiene a B, y 3;x; es

I

SCR(x. | x;) = SCE(x;) — SCE(x,, x3) (14.16)
3210.38 — 3016.59

= 193.79.

Entonces la suma de los cuadrados de regresion, cuando x, y x; se encuentran en el
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modelo, la suma de los dos componentes es

SCR(x;, x3) = SCR(x; | x3) + SCR(x;) (14.17)
193.79 + 353.70 '
N = 547.49,

cada componente con un grado de libertad. Una consecuencia importante de todo lo
anterior, es que tanto SCR(x, | x;) = 193.79 y SCR(x; | x,) = 21.75 son mas pequefios
que SCR(x,) = 525.74 y SCR(x;) = 353.70, respectivamente. El porqué de lo ante-
rior constituye el tema de la siguiente seccion.

Para determinar las pruebas F parciales para la regresion debida a x;,0 a x, dada
X3, ahora es posible tener otra version de la tabla 14.4; ésta se muestra en la tabla
14.5. Noétese que una comparacion entre los resultados de las tablas 14.4 y 14.5
muestra un desacuerdo con respecto al efecto de x, sobre la produccion de gasolina.
Mientras que la regresion lineal simple de Y sobre x, es estadisticamente significativa
(f = 5.19), la regresién de Y sobre x, dada la presencia de x,, no lo es (f = 1.86). Se
dara mas informacion con respecto a es.a ocurrencia en la siguiente seccion.

El principio de la suma de cuadrados extra se extiende de manera directa para
aplicar la idea basica a cualquier nimero de variables de prediccion. Por ejemplo,
supOngase que se tienen tres variables de prediccion x , x,y x,. Se puede definir la re-
duccion en la suma de los cuadrados de los errores, cuando una de éstas se afiade al
modelo que ya contiene a las otras dos, de la siguiente manera:

SCR(x; | x;, x») = SCE(x,, x;) — SCE(x,, x5, x3), (14.18)
SCR(XZ | Xy, X3) = SCE(X| , X3) - SCE(X,, X2, X}), (1419)
SCR(x, | X, x3) = SCE(x;, x3) — SCE(x,, x5, x3). (14.20)

Para desarrollar expresiones similares a (14.15) o (14.17), de (14.14) se deduce que

SCR(x,| x;) = SCE(x,) — SCE(x,, x,),

TABLA 14.5 Tabla ANOVA aumentada para la regresion de Y sobre x, y x;

Fuente de

variacion gl SC CcM Valor F

Regresion 2 SCR(x,, x;) = 54749  CMR(x,, x;) = 273.74 2.63
X3 1 SCR(x;) = 353.70 CMR(x;) = 353.70 3.40
Xy | x; 1 SCR(x, | x;) = 193.79 CMRUx; | x3) = 193.79 1.86

Error 29 SCE (x,, x;) = 3016.59 CME(x,, x;) = 104.02

Total 31 STC = 3564.08 Sous. 22 = 3.33; fogs 1w = 418
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0
SCE(x,, x,) = SCE(x,) — SCR(x, | x,). (14.21)

Ahora, cuando sélo se tiene a x, en el modelo, por definicion
SCE(x,) = STC — SCR (x});
pero cuando todas las tres variables se encuentran en el modélo,
STC = SCR(x,, X3, x3) + SCE(x,, x,, X3).
Entonces
SCE(x,) = SCR(x,, x5, x3) + SCE(x,, x,, x3) — SCR(x)),
y al sustituir SCE(x ) en (14.21), se obtiene

SCE(xl’ xz) = SCR(X|, X2, x}) + SCE(xI, X2, x})
— SCR(x,) —SCR(x, | x;). (14.22)

Al sustituir (14.22) por SCE(x,, x,) en (14.18) se obtiene el resultado deseado
SCR(x; | x, x) = SCR(x,, x5, x3) — SCR(x;) — SCR(x, | x,), (14.23)

SCR(XI, Xy, X}) = SCR(Xl) + SCR(XZ | X|) + SCR(X3 ‘ Xy, xZ). (1424)

La suma de los cuadrados de regresion, cuando las tres variables se encuentran
en el modelo, tiene tres componentes, cada uno con un grado de libertad. SCR(x,)
mide la contribucion (reduccion en la suma de los cuadrados de los errores) de x,
cuando se afiade x, al modele Y = B, + &; SCR(x, | x,) representa la contribu-
cion de x, cuando ésta se introduce al modelo ¥ = B, + B.x; + €,y SCR(x; | xy, x;)
es la contribucion de x; cuando ésta se agregaalmodelo ¥ = B, + Bx; + B,x; + &.

Al emplear (14.19) o (14.20) y si se sigue el mismo procedimiento, pueden esta-
blecerse resultados similares a (14.24) de la siguiente manera:

SCR(x,, x5, x3) = SCR(x;) + SCR(x;y | x;) + SCR(x,| x|, x3), (14.25)
SCR(x,, x;, x3) = SCR(x,) + SCR(x; ] x;) + SCR(x, | X3, x3).  (14.26)

Estos resultados permiten que se lleven a cabo pruebas F parciales sobre cada
coeficiente de regresion como si la variable de prediccion asociada con éste hubiese
sido la hltima en incluirse en el modelo. En otras palabras, con las pruebas parciales
F puede determinarse si el efecto individual de una variable de prediccion en pre-
sencia de las demas es estadisticamente discernible. Debe notarse que al intercambiar
el orden de entrada al modelo para las variables de prediccion, entonces es posible
identificar otras relaciones similares a (14.24)-(14.26). Por ejemplo,

x) + SCR(x; | x5, xy)

SCR(XI » X2, x}) = SCR.(.rz) + SCR(XI
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es otra separacion de SCR(x), x,, x3), Conforme crece el nimero de variables de
prediccion, el niimero posible de separaciones se vuelve mas grande.
Con-base en lo anterior, puede explicarse ahora, para los datos de Prater dados en
la seccién anterior, la informacién-que aparece en la parte media de la figura 14.1.
* El lector notara dos columnas identificadas como *‘SC tipo I’’ y “SC tipo IV*’. La
de tipo I contiene las cuatro componentes de SCR (x,, x,, x5, x4), tales que
SCR(x,, x;, X3, X4) = SCR(x;) + SCR(x; | x;)
‘ ’ +SCR(X3IXI, X)) + SCR(x:i‘xl’xZ’x])-

Cada componente tiene un grado de libertad y representa la reduccién en la suma de
los cuadrados de los errores cuando se ailade al modelo la variable indentificada. El
orden de entrada de variables al modelo es el mismo para el cual fueron identificadas
las variables de prediccion por el usuario, asi que

SCR(x,) = 216.26,
SCR(x, | x,) = 309.85,
SCR(x; | x;, x;) = 29.21,
SCR(x, | x;, x5, x3) = 2873.95.

Las dos columnas que se encuentran inmediatamente a la derecha de la columna
que corresponde a ¢‘SC tipo I’’, dan los valores de las pruebas F parciales y los valo-
" res correspondientes p para cada una de las cuatro componentes. A partir de esta in-
formacién, es claro que el efecto individual de cada coeficiente de regresiéon en pre-
sencia de otros términos en el modelo es estadisticamente apreciable.

La SC tipo IV representa la reduccion en la suma de los cuadrados de los errores
debida a la edicion, en el modelo, de la variable de prediccién correspondiente, dado
que las otras tres ya se encuentran en el mismo. Para el ejemplo, las componentes
son

SCR(x, | x;, x5, x4) = 25.82,

SCR(x, | x,, X3, x3) = 11.20, \
SCR(x; | x1, X2, x4) = 130.68,

SCR(x, | x, X3, x3) = 2873.95.

Nétese que no existe ninguna razon tedrica para que la suma de estas cuatro compo-
nentes sea igual a SCR (x,, x;, x5, X4).

Con base en los valores de las pruebas F parciales para estas componentes, es cla-
ra la existencia de cierta discrepancia entre estos resultados y los que se tienen para
SC tipo 1. Por ejemplo, la contribucion de x, en presencia solo de x,, es estadistica-
mente discernible, pero no puede decirse lo mismo de la contribucion de x, en pre-
sencia de x, x,y X,.
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14.4 El problema de la multicolinealidad

Es muy comun obtener conclusiones equivocadas con un punto de vista casual para
la aplicacion de analisis de regresion, cuando no- se tiene una completa apreciacion de
los problemas que pueden encontrarse. En la seccién anterior se notaron varias de las
discrepancias que pueden presentarse en la regresion lineal multiple. Estas pro-
porcionan informacion valiosa para identificar problemas que necesitan una aten-
cion adicional. El enfoque para el anlisis de regresiobn no debe ser simplemente
maximizar el coeficiente de correlacion multiple sin tomar en cuenta la debida consi-
deraci6n de los coeficientes de regresion estimados y sus desviaciones estandar, o la
de comprobar las suposiciones fundamentales del analisis de regresion.

Un problema frecuente en regresion lineal multiple es el que algunas de la varia-
bles de prediccién estan correlacionadas. Si la correlacién es pequeila, las consecuen-
cias seran de indole menor. Sin embargo, si existe una correlacion muy fuerte entre
dos o mas variables de prediccion, los resultados de la regresion seran ambiguos, es-
pecialmente con respecto a los valores de los coeficientes de regresion estimados. Un
coeficiente de correlacién muy alto entre dos o mas variables de prediccion constitu-
ye lo que se conoce como multicolinealidad. Este problema muchas veces es dificil
de detectar ya que surge como consecuencia de datos deficientes. Este es el precio
que se paga cuando no es posible diseflar los experimentos en forma estadistica y re-
cabar los datos en arreglos balanceados, tal como se analizo en el capitulo 12.

Recuérdese que la ecuacion de prediccion, a pesar de que no es precisa en un sen-
tido fisico, debe ser un medio, empirico, viable para predecir la respuesta promedio
dada una condicion de las variables de prediccién. La multicolinealidad no impide
tener un buen ajuste ni evita que la respuesta sea, en forma adecuada, predicha
dentro del intervalo de las observaciones; lo que sucede es que ésta afecta en forma
severa las estimaciones de minimos cuadrados, ya que bajo los efectos de la multico-
linealidad éstas tienden a ser menos precisas para los efectos individuales de las va-
riables de prediccion, es decir, cuando dos o mas variables de prediccion son colinea-
les los coeficientes de regresion estimados no miden los efectos individuales sobre la
respuesta, sino que reflejan un efecto parcial sobre la misma, sujeto a todo lo que
pase con las demas variables de prediccion en la ecuacion de regresion.

Para apreciar la naturaleza de la multicolinealidad, primero se estudiara una si-
tuacion en la que ésta no existe. Considérese un modelo de regresion con dos varia-
bles de prediccidn. Si el coeficiente de correlacion simple entre las dos variables es
cero, entonces se dice que las variables son ortogonales.* Al tener variables de pre-
diccion ortogonales el efecto que una de éstas tiene sobre la respuesta dada se mide
en forma totalmente independiente del efecto individual que la otra variable tiene
sobre la misma respuesta. Si una o ambas variables de prediccién se encuentran en la
ecuacion de regresion, las estimaciones de minimos cuadrados no cambiaran su
valor

* Una de las principales razones para diseflar experimentos en forma estadistica es la de adquirir factores
o variables que sean ortogonales. Para muchos de los experimentos que emplean el analisis de varianza,
los factores son ortogonales.
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. TABLA 14.6 Datos de la muestra para el ejemplo 14.2

Y(°F) x(°F) x{%)
66 70 20
7 75 20
. 77 80 20
67 70 30
73 75 30
78 80 30
68 70 40
74 75 40
79 80 40

Fuente: Servicio Climatolégico Nacional.

Ejemplo 14.2 Para ilustrar los efectos ortogonales se examinaran los datos (limita-
dos) que aparecen en la tabla 14.6 que consisten en la temperatura aparente Y (qué
tan caliente se siente) como una funcion de la temperatura del aire x, y de la hume-
dad relativa x,.

El lector no tendra ningin problema pra verificar que el coeficiente de correla-
cion entre x, y x, tiene un valor de cero. Se procedera a ajustar los modelos
Y =8 +Bxy +e, Y=8+8x0+eyY=8 +Bx + Bx; +e La
informacion relevante se encuentra en la tabla 14.7.

Notese que los coeficientes de regresion estimados para X,y x,son 1.10 y 0.10,
respectivamente, sin importar que una o ambas variables de prediccion se encuen-
tren en la ecuaci6n de regresién. De esta forma, por cada grado que aumenta la tem-
peratura del aire, la temperatura aparente aumenta en 1.10 grados, y por cada incre-
mento en porcentaje de la humedad relativa, la temperatura aparente aumenta 0.10
grados.* Ademas, nodtese que

SCR(x; | x;) = SCR(x,),
SCR(XI N x:) = SCR(XI) + SCR(X’Z).

Los resultados anteriores son los que se esperan cuando las variables de prediccion
son ortogonales y no existe multicolinealidad.

Si se consideran de nuevo los datos de Prater y las regresiones que incluyen a x, 0
x,, dadas en la tabla 14.3, se mostrara que existe una razon para sospechar la exis-
tencia de multicolinealidad entre x, y x,. Primero, notese que el coeficiente de regre-
sion estimado para x, es 1.57 cuando s6lo se encuentra presente en la ecuacion de
regresion x,, pero su valor es de 2.26 cuando se afiade x,. De manera similar, el coefi-
ciente de x, es -0.09 para el modelo de linea recta, pero éste cambia tanto en signo
como en valor para ser igual a 0.05 cuando también se incluye a x, en la ecuacion de
regresion. Segundo, es claro que la reduccion en el valor de la suma de los cuadrados

* El lector no debe generalizar de estos resultados por lo limitado de los datos.
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TABLA 14.7 Ecuaciones de regresion estimadas y tablas ANOVA para la temperatura apa-
rente, tomando a x, y/0 X,.

5 = —9.83 + LI0x,

Fuente de

‘'variacién gl sC CM. ‘ Valor F
Regresion 1 SCR(x,) = 181.5 CMR(x,) = 181.5 195.46
Error 7 SCE (x)) = 6.5 CME(x,) = 0.9286
Total 8 STC = 188.0 foss. 10 = 5.59

$ = 69.67 + 0.10x;

Fuente de

variacién gl sC CM Valor F
Regresion 1 SCR(x;) = 6.0 CMR (x;) = 6.0 0.23
Error 7 SCE (x,) = 182.0- CME (x,) = 26.0
Total 8 STC = 188.0 f0.95_|'7 = 5.59

¥ = 12.83 + 1.10x, + 0.10x, .

Fuente de

variacion gl SC cM Valor F
Regresion 2 SCR (x;, x,) = 187.5 CMR (x,, x,) = 93.75 = 1125.0

X 1 SCR(x;) = 181.5 CMR(x;) = 181.5 2178.0

x| x 1 SCR (x; | x;) = 6.0 CMR (x, | x;) = 6.0 72.0
El’l’Ol’ 6 SSE(X], X2) = 0.5 CME (xl, XZ) = 0.0833
Total 8 STC = 188.0 foss.n6 = 514, fogs 1 s = 5.99

de los errores debida a x, cuando x, se encuentra en el modelo, SCR(x, | X)) = 21.75
es mucho menor que cuando s6lo se encuentra x, en el modelo, SCR(x;) = 353.70.
La fuerte correlacion que en forma aparente existe entre x, y x, ha disminuido de
manera drastica el efecto individual que sobre la respuesta tiene X, en presencia
de x, Puede hacerse el mismo comentario con respecto al efecto de x,, ya que éste
es estadisticamente apreciable en ausencia de X, (SCR(x) = 525.74, f = 5.19),
pero se encuentra sustancialmente disminuido cuando X, se encuentra presente
(SCR(x; | x3) = 193.79).

Para mostrar que existe una fuerte correlacion entre x, y x,, se determinara la
matriz de correlacion para las cuatro variables de prediccion de los datos de Prater.
Esta matriz contiene todos los pares posibles de coeficientes de correlacidon y puede
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determinarse para un conjunto dado de variables en forma muy facil mediante el
empleo de un paquete para computadora.* La matriz de correlacion para x;, X3, X3,
y x, es la siguiente:
Xy X X3 X4 |
A X 1.00 0.62 ~0.70 -0.32
X3 0.62 1.00 -0.91 -0.30
x3 | —0.70 —0.91 1.00 041

Xy | —032 -030 041 1.00 |

Notese que el valor de cada uno de los elementos que se encuentran en la diago-
nal es uno, ya que cada variable se encuentra correlacionada de manera perfecta
consigo misma. Los elementos que se encuentran fuera de la diagonal son los valores
de los coeficientes de correlacion simple. Por ejemplo, r,, = 0.62 es el coficiente de
correlacion entre x, y x, por lo tanto, el valor r, = -0.91 al encontrarse muy
cercano a —1 sugiere una fuerte asociacion lineal entre x, y x,. Este resultado es pre-

~ decible si se inspeccionan en forma visual los datos dados en el ejemplo 14.1. Nétese

que conforme aumenta la presion de vapor del petroleo crudo x,, el punto x, ASTM
10% disminuye y viceversa. Estos resultados proporcionan la causa para sospechar
la presencia de multicolinealidad en este ejemplo.

¢ Qué es lo que se puede hacer cuando se descubre la presencia de multicolineali-
dad? Una alternativa es la de afadir puntos de observacion para las variables coli-

“neales, los cuales tiendan a disminuir la severidad de la correlacion. Pero puede

ocurrir que estos puntos de observacidon no se encuentren disponibles facilmente.
Por ejemplo, para los datos de la gasolina podrian no existir los tipos de petroleo
crudo que pueden disminuir la fuerte linealidad que existe entre X,y x,. Una segunda
alternativa es la de omitir una o mas de las variables que son colineales, lo que reduce
la variabilidad de los coeficientes de regresion de las restantes variables. Se han desa-
rrollado enfoques mas sofisticados para resolver los problemas que plantea la mul-
ticolinealidad, incluyendo la regresion por componentes principales y la regresion
ridge. Estos temas se encuentran mas alla del objetivo de este libro; se invita al lector
a que consulte las referencias [1] y [3].

Para ilustrar la segunda alternativa y resolver el problema de la multicolineali-
dad, se examinaran las regresiones para las cuales se omiten x, 0 x,. Como compara-
cion, también se considerara la regresion de la produccion de gasolina con respecto
solo al punto (x;) ASTM 10% y al punto final (x,). Sin proporcionar argumentacion
adicional se piensa que estas tres regresiones son las candidatas para la ‘‘mejor”’
ecuacion de regresion lineal para los datos de Prater. La informacion mas importan-
te se encuentra en la tabla 14.8.

Al comparar parece que la regresion de Y s6lo sobre x,y x, es la mejor con respec-
to a las proporcionadas por los otros dos modelos. Para el modelo b, la desviacion es-
tandar del estimador por minimos cuadrados para el término constante es muy gran-

* Para SAS puede ser apropiado utilizar PROC CORR.
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TABLA 14.8 Candidatos para la mejor ecuacion de regresion para los datos de Prater

a) Regresibn de Y sobre x,, x;, X,

Coeficiente Desviacién
Variable de regresion estimado estdndar estimada Valor t
Constante ' —53.899 5.8135 -9.27
X, 0.422 0.1273 3.32
X, 2.154 0.2716 7.93
X4 0.144 0.0084 17.10
Rz = 0.9255 to_q75'zs = 2.048
ANOVA
Fuente gl SC CM Valor F
Regresion 3 3298.60 1099.53 115.97
X 1 216.26 216.26 22.81
x| x| 1 309.85 309.85 32.68
X | Xy, X3 1 2772.49 2772.49 292.41
Error 28 265.48 9.48
Total . 3 3564.08 Joss, 1.8 = 2.95; foss. 1.8 = 4.20
b) Regresion de Y sobre x|, x;, x,
Coeficiente Desviacion
Variable de regresion estimado estdndar estimada Valor t
Constante 4.032 7.2233 0.56
X 0.222 0.1021 2.17
X3 -0.187 0.0159 —11.72
X4 0.157 0.0065 24.22
R2 = 0959 to(975. 28 = 2048
ANOVA
Fuente gl SC CM Valor F
Regresibn 3 3418.08 1139.38 218.51
X 1 216.26 216.26 41.47
x| x 1 142.08 142.08 27.25
x| x, x 1 3059.74 3059.74 586.79
Error 28 146.00 5.21
Total 31 3564.08 fb»gj_ 3. = 2-95, f;)_gs‘ .28 = 420

(continia)




14.5 Determinacién del mejor conjunto de variables de prediccion 525

-

TABLA 14.8 (continuacién) o S e
i v .o . c) Regresion de Y sobre x5, x, - . SRS
L . Coeficiente '~ * Desviacién
Variable de regresién estimado estdndar estimada ' Valort '
Constante  18.468 N\ 3.0090 6.14
X3 —-0.209 i ©0.0127 -16.43
X, 0.156 - 0.0069 22.73
- Rz = 0.9521 10_975_29 = 2.045
h ANOVA
Fuente gl - sC cM Valor F
Regresion \ 2 3393.47 1696.73 228.41
X3 1 353.70 353.70 60.12
xf, [ x;3 . 1 3039.77 3039.77 516.69
Error 29 170.61 5.88
Total .31 3564.08 f6.95. 2,29 = 3.33; _ﬁ)_%. .29 = 4.18

de, y la desviacion estandar del coeficiente x| es casi igual a la mitad del valor de éste.
Para el modelo a, R’ = 0.9255, mientras que para el modelo ¢, R? = 0.9521, el
cual es un valor mucho mas cercano al valor de R? cuando todas las variables de pre-
diccion figuran en la ecuacion de regresion. Ademas, las desviaciones estandar de los
coeficientes de regresion estimados son, en forma relativa, mejores para el modelo ¢
que para el b. Para finalizar, los factores fisicos claves como la consistencia logica
de los coeficientes de regresion estimados, son los que por lo general definen la elec-
cion final.

14.5 Determinacion del mejor conjunto de variables de prediccion

Un problema muy importante en el analisis de regresion es determinar cuales de las
variables de prediccion en la lista inicial deberan incluirse en el modelo de regresion.
En casi todas las ocasiones, un investigador decidira, de una lista inicial de variables
de prediccién, a aquéllas que tienen la mayor probabilidad de contener los factores
mas importantes para la respuesta dada. Por lo tanto, es necesario tener una manera
de determinar, de la lista inicial de variables de prediccion, a aquéllas que parecen
ser las mejores para describir el cambio en la respuesta promedio, y de esta forma
proporcionaran una ecuacion de prediccion representativa de las condiciones bajo
las cuales se recabaron los datos. La palabra ‘‘mejores’’ no debe interpretarse como
poseedora de la connotacion tedrica de 6ptimo; ésta debe considerarse como repre-
sentativa de los medios por los cuales se aislan las caracteristicas mas sobresalientes,
de tal manera que puede llevarse a cabo un analisis significativo.
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Sea k el niimero inicial de potenciales variables de prediccion; el namero de térmi-
nos en el modelo lineal completo, incluyendo al término constante, es m = k + 1.
Un procedimiento que es muy recomendable para determinar el mejor conjunto de
variables de prediccién por incluir en la ecuaci6n de regresion es calcular y comparar
todas las posibles 2* ecuaciones de regresion. Con este proceso. se tendra una
ecuacion, la cual no contiene ninguna variable de prediccion (¥ = ), k ecuaciones
cada una con una variable de prediccion, k(k — 1)/2 ecuaciones con dos variables de
prediccion y asi sucesivamente. El procedimiento proporciona al investigador la
oportunidad de evaluar y comparar todas las ecuaciones de regresion y, con base en
la investigacion de todas las discrepancias aparentes, debe surgir la mejor ecuacion.
Dado que hoy en dia la capacidad de computo es muy extensa, la determinacion de
todas las posibles ecuaciones de regresion es el mejor método, aun si K tiene un valor
tan grande como 9 o 10. '

Cuando k es grande, puede no ser practico determinar y evaluar todas las posi-
bles ecuaciones de regresio.. Fura estos casos, se han desarrollado técnicas para lo
selecc’sn de las variables que pueden proporcionar al usuario informacion muy util,
sin tener que evaluar todas las posibles ecuaciones de regresion. Sin embargo, estas
técnicas tienen algunos inconvenientes y no deben considerarse como iguales con
respecto a la evaluacion de todas las posibles regresiones. Mientras que los procedi-
mientos para la seleccion de variables dan resultados confiables, cuando la muticoli-
nealidad no es problema, éstos produciran resultados contradictorios para datos co-
lineales. De esta forma, si se sospecha la presencia de multicolinealidad, no deberan
emplearse métodos para la seleccion de variables. La técnica mas usual de seleccion
de variables emplea un procedimiento de regresion por pasos para obtener la mejor
ecuacion de regresion. Existen dos versiones principales de esta técnica: la seleccion
hacia adelante y la eliminacion hacia atras. ;

El procedimiento de seleccién hacia adelante comienza con una ecuacién que no
contiene variables de prediccion. La primera variable incluida en la ecuacion es
aquella que produce la mayor reduccion en el valor de la suma de los cuadrados de
los errores; ésta es la variable de prediccion con el coeficiente de carrelacién simple
mas alto para la respuesta dada. Con base en una prueba de hipétesis, si el coeficien-
te de regresion es significativamente diferente de cero, la variable permanece en la
ecuacioén y se comienza la bisqueda de una segunda variable. La segynda variable
por incluir en la ecuacion es aquella que produce la mayor reduccioén en la suma de
los cuadrados de los errores, dada la presencia de la primera variable.* Esta es la va-
riable que posee el coeficiente de correlacibn mas alto con la respuesta, después de
que ésta se ha ajustado para tomar en cuenta el efecto de la primera variable. Si la
significancia estadistica es discernible para el coeficiente de regresiéon de la segunda
variable, ésta se mantiene en la ecuacion y se comienza la bisqueda de una tercera
variable de prediccion. El proceso se continia de esta forma hasta que la significan-
cia estadistica no sea discernible para el coeficiente de la Gltima variable que ha
entrado a la ecuacion.

El procedimiento de eliminacién hacia atras comienza con la ecuacién de regre-
sion que contiene a todas las variables de prediccion. Entonces se eliminan, una a la

* En este momento pueden surgir dificultades cuando los datos son colineales.
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vez, las variables menos importantes con base en su contribucion a la reduccion en el
valor de la suma de los cuadrados de los errores. Por ejemplo, la primera variable

por omitir sera aquella cuyo efecto sobre la reduccion en el valor de la suma de los

cuadrados de los errores, dada la presencia de las demas variables, sea el mas peque-

fio. El procedimiento concluye cuando los coeficientes de todas las variables que atin

permanecen en la ecuacion tienen una significancia estadisticamente discernible.

" El procedimiento de seleccion hacia adelante se ha modificado de tal manera que
se considere la posibilidad de eliminar una variable en cada etapa. Esta modificacién’
da origen a lo que en forma usual se conoce en los paquetes de computacién como

procedimiento de regresién por pasos (stepwise). Con este método puede eliminarse,

en una etapa posterior, una variable de prediccion cuya inclusion se llevd a cabo en

una etapa anterior. De nuevo, el proceso de decisién se basa en la reduccion en el

valor de la suma de los cuadrados de los errores y de las pruebas F parciales y depen-

de de la combinacion particular de las variables que se tienen en la ecuacion de regre-

sién.

Con el desarrollo de paquetes para computadora cada vez ma< elaborados se
tienen disponibles otras técnicas, pero la caracteristica comun sigue siendo el valor
de la suma de los cuadrados de los errores cuando una variable entra a (o es removi-
da de) la regresion, dada la presencia de las demas variables de prediccion. Para
datos ‘‘con buen comportamiento’’, los procedimientos de regresion por pasos y de
eliminacion hacia atras en general proporcionan los mismos resultados. Si existe algu-
na diferencia entre éstos, este hecho muchas veces constituye una buena indicacién
para considerar el problema con mayor cuidado, asi como la realizacién de analisis
adicionales.

Para evaluar y comparar las ecuaciones de regresion, de manera especial dentro
del contexto de todas las posibles regresiones, es necesario tener criterios efectivos.
Dos de los criterios mas utiles son el del cuadrado medio del error (CME) y el criterio
C,. Con el proposito de tener un panorama mas completo, también se estudiara el
coeficiente de correlacion mualtiple R’.

1. El criterio del cuadrado medio del error. Recuérdese que el cuadrado medio
del error es igual a la varianza residual. Dado que CME es la suma de los cuadrados
de los residuos dividida entre el nimero de grados de libertad de SCE, CMEtoma en
cuenta el niimero de parametros en el modelo a través del nimero de grados de liber-
tad. Mientras que la suma de los cuadrados de los errores no puede aumentar si se
permiten mas variables en el modelo, no ocurre lo mismo con el cuadrado medio del
error si la reduccion en el valor de SCE es tan pequefia que no pueda compensar
la pérdida del nimero de grados de libertad adicionales. Por ejemplo, recuérdese la
tabla 14.3 y en particular los modelos @ y ¢. Notese que SCE (x,) = 3038.34 es
mayor que SCE (x,, x;) = 3016.59, pero CME (x,) = 101.28 es menor que
(xa, x;) = 104.02. Con el criterio CME puede determinarse el conjunto de va-
riables de prediccion que minimice a CME o casi lo haga en el momento para ¢l que
la introduccion de mas variables de prediccion en la ecuacion de regresion ya no se
encuentre garantizada.

2. Elcriterio C,. Recuérdese que la varianza residual S° es un estimador no ses-
gado de la varianza del error o~ s6lo cuando se ha escogido la forma correcta para el
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modelo de regresién. De otra forma, puede demostrarse que

> At o
E(S) =o’ + = ‘_p) o (14.27)

donde p es el niamero de términos que aparecen en el modelo, mclmdo el termmo
constante y

= E(Y,) - E(Y)

es el sesgo.

Supongase que la ecuacion de regresion, la cual contiene k variables de predic-
cidn, se ha escogido en forma cuidadosa, de tal manera que CME = S? esun estima-
dor no sesgado de o*. Pero para cualquier ecuacién de regresién que s6lo contenga a
un subconjunto de las k variables de prediccion, es posible que A; # 0, y las predic-
ciones de la respuesta con base en la ecuacion de regresion estimada rueden en-
contrarse sesgadas. Para evaluar la efectividad de esta ecuacion de regresion,
como un medio para formular predicciones, debe considerarse el cuadrado medio
del error de un valor predicho, mas que la varianza de éste. El cuadrado medio del
error total estandarizado que se define como

r

p

%2 CME(Y)

Q

n
—13 [2 A? + 2 Var(Y)] (14.28)
se ha propuesto como un criterio apropiado de la bondad del ajuste para una
ecuacion de regresion estimada la cual contiene p téerminos. La cantidad I', conside-
ra tanto a la componente del sesgo en Y;, ya que algunas de las variables de predic-
cion no se encuentran incluidas, asi como a la varianza en Y, para todas las n obser-
vaciones de la respuesta. A continuacién se obtendra un estimador para I',. -
Puede demostrarse que

> Var(Y) = pa?,
i=1

lo cual implica que la varianza total de la prediccion aumenta conforme el nimero
de términos en la ecuacion de regresion también aumenta. Al sustituir en (14.28),
se tiene

| «
= — E (14.29)
0' i=1
Dado que para una ecuacion de regresibn que contiene p términos

SCE, = (n — p)S2,
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se tiene - -

[SPNE

FR E,(SCE‘,,’)' = (n - PIE(S,)

. R o S A2
» N =(n - p) o+
(n ~p)

=(n -plo’ + > Al

> A2 = E(SCE,) - (n - p)o™.
Al sustituir en (14.29), se obtiene

_ E(SCE,) — (n - p)o’®
- 2

I, > +p
E(SCE,)
=—‘0_-2—‘L—('1—P)+P
E(SCE,)
=—;2—p—(n—2p).

Dado que SCEP es un estimador de E(SCE Iy S 2 lo es a su vez de o, un estimador

de I', es la estadistica

CSE,
Si

C, = — (n — 2p). (14.30)

Notese que SCE, es la suma de los cuadrados de los errores para la ecuacion de re-
gresion, la cual contiene p términos y que S; = CME(x, , X3, ... X;) €5 €l estimador
de o basado en todas las k variables de prediccion.

Los valores deseables para C, para la bondad del ajuste de una ecuacion de re
gresion que contiene p términos son aquellos que se encuentran muy cercanos ap.
Lo anterior surge del hecho de que si el sesgo de una ecuacion de regresion de p tér-
minos es despreciable £ A7 =~ 0 y E(SCE,) = (n — p)a’. Bajo esta condicion,
el valor esperado de la estadistica C, es

(n — p)0'2

E(C[),Ai = 0) = o

—(n - 2p)

:p_

De esta forma, cuando se obtienen todas las posibles regresiones, se calcula un valor
de C, para cada caso. Las regresiones que tienen valores de C,, cercanos a p se consi-
deran como deseables.

Puede ser benéfico aceptar un pequefio sesgo en la prediccion, mediante la elimi-
nacion de alguras variables de prediccion, aun si sus coeficientes de regresion son es-
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tadisticamente significativos, con excepcion de los que tienen un valor igual a
cero. Lo anterior es especialmente cierto si los coeficientes de regresion del nuevo
modelo se estiman con varianzas pequeiias; ademas, dado que la varianza total de la
prediccibn aumenta conforme se aftaden mas variables al modelo de regresion,
‘puede ser ventajoso eliminar algunas variables con el propbslto de disminuir el error
promedio de la prediccion.

Ademés de considerar a CME y a C,, también se debe considerar el coeficiente de
correlacion mltiple R? para evaluar las ecuaciones de regresién. Dado que R’ varia
en forma inversa a como lo hace la suma de los cuadrados de los errores, R? aumen-
tara conforme se afladan mas variables al modelo de regresion y R’ alcanzara su
valor maximo cuando todas las variables de prediccion se encuentren en la ecuaciéon
de regresion. Por lo tanto, la raz6n para emplear a R? como un criterio, no es la de
encontrar el conjunto de variables que maximiza R?, sino mas bien determinar el
punto maés alla del cual sumar mas variables no es deseable, ya que el incremento que
se tiene en R? es minimo.

Para proporcionar una ilustracién de todas las posibles regresiones y sus compa-
raciones, tomando en cuenta [os criterios anteriores, de nuevo considérense [os datos
de Prater. La tabla 14.9 contiene las estimaciones por minimos cuadrados para los
coeficientes de cada regresion (distintas de la trivial §; = y = 19.66), y la tabla
14.10 identifica los correspondientes valores de SCE, CME, C, y R".

, El cuadrado medio del error cuando las cuatro variables de prediccion se encuen-
* tran en el modelo de regresion es CME(x;, X2, X3, x3) = 4.99. De esta forma, por
ejemplo, para obtener el valor de C, para la regresion de Y sobre x;, x;, y x,,se
tiene que SCE (x;, x3, x,) = 146.00, p = 4, n = 32y

146

Cp =755~ (B2 -8) =526

TABLA 14.9 Todas las regresiones posibles para los datos de Prater

Variables de prediccion

en el modelo b, b, b, b, b,
X, 1.264 0.469

X~ 13.087 1.572

X 41.389 -0.090

Xy —16.662 0.019
Xy, Xy 12.256 0.025 1.539

X). X3 35.174 0.096 —0.080

Xl —64.951 1.009 0.136
Xaa Xy - 2.524 2.257 0.053

oo by —37.808 2.677 0.139
3. Xy 18.468 —-0.209 0.156
Xpa X2, Xy ~11.013 0.125 2.278 0.067

Xpa s Xy —53.899 0.422 2.154 0.144
Npa Xi, Xy 4.032 0.222 —-0.187 0.157
Xou Xx, X 8.562 0.523 —0.175 0.154

Xiv X2. X3, X ~ 6.821 0.227 0.554 -0.150 0.155




14.5 Determinacién del mejor conjunto de variables de prediccién 531

TABLA 14.10 Cntenos de bondad de ajuste para todas las pos1bles regresmnes para los da-

tos de’ Prater ERETIE R RIS PR i I8

Lo ) ] S S R T R A P I LA S S 0D 91
Variables de prediccién R* : -SCE CME«R'} Ao <
X N 0.0607 3347.82 ‘ 111.59 642.91
X3 0.1475 3038.34 101.28 " 7'580.89
n - 0.0992 -\ 3210.38 107.01 - 1 615.36
x4 0.5063 1759.69 58.66 .. 324.64
Xy, X3 : 0.1476 3037.97 ' 104.76 K 582 81
Xy, X3 0.1005 3205.74 110.54 616,43
Xy, X4 - 0.7582 : 861.95 29.72 "7 146.74
Xy, X3 0.1536 3016.59 104.02 . 578.53
Xy, X4 0.8962 369.87 12.75 . 48.12
X3, X4 - 0.9521. 170.61 5.88 8.19
Xy, X2, X3 0.1558 3008.76 ©107.46 578.96
Xy, X2, X4 0.9255 265.48 9.48 29.20
X1y X3, Xq 0.9590 146.00 5.21 5.26
X1, X3, X4 0 9549 160.62 5.74 8.19
Xy, Xz, X3, X4 - 0.9622 134.80 4.99 5.00

Al tomar en cuenta, tanto a CME como Cp , la mejor ecuacion de prediccibn
para la produccion de gasolina debe seleccionarse de las regiones que incluyen
(X3, X4), (x4, X3, X4), (X2, X3, X4), ¥ (x5, X5, X3, x,).Esta Qiltima no es en particular atrac-
tiva, ya que las estimaciones de los coeficientes de regresion para el término constante y
para x, tienen desviaciones estandar muy grandes. A pesar de que la ecuacion de re-
gresiOn que contenga x,, x3, y x4 tiene valores de CMEy C, muy cercanos a los 6p-
timos, ésta carece de una precision satisfactoria para la estimacion del coeficiente de
x,, dado que b, = 0.523,con s(B,) = 0.396. Puede decirse lo mismo de la regre-
sion que comprenda a x,, x;, y x, para las estimaciones de S, y del coeficiente de x,
(véase el modelo b en la tabla 14.8).De acuerdo con lo anterior, se acepta un peque-
fio sesgo en la prediccion y se concluye que la ecuacion de regresion que contiene a x,
y a x, es la mejor para predecir la produccion de gasolina en el intervalo de valores
de las observaciones.

A continuacion se dan las etapas por seguir en un procedimiento de regresion
paso a paso:

1. El procedimiento comienza mediante la obtencion de & ecuaciones de regresion li-
neal simples.
La estadistica F

F = CMR(x, )/CME(x,)

se calcula paracada i = 1, 2, ..., k variables. Si el mayor valor F excede un ni-
vel de significancia estadistica, previamente determinado, la variable correspon-
diente es la primera que se incluye en la regresion. De otro modo, la mejor
ecuacion es Y = Y. Este proceso es idéntico al que se sigue para determinar la
variable de prediccidn que tiene la mayor correlacion con la respuesta.
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2. Supbngase que la variable x, entra a la ecuacion de regresion en el paso 1. En este
momento, el procedimiento de regresion paso a paso calcula todas las ecuaciones
que contienen dos variables, mcluyendo a x;. Para cada casq, el valor de la esta-
distica Fparcnal : : i e

F = CMR(x; l x})/CME(xiv x3)

se calcula para determinar si puede rechazarse H,: 8; = 0 en presencia de x,. Si
el mayor valor de F es suficiente para la significancia estadistica, la segunda va-
riable correspondiente se afiade a la ecuacion.

3. Supéngase que se afiade x, a la ecuacion en el paso 2. El procedimiento continia
mediante un examen para determinar si alguna de las otras variables que ya se en-
cuentran en la ecuacion debe eliminarse ahora; en este caso, ésta podria ser x,. Se
calcula el valor de la estadistica F parcial

F = CMR(X} | x,)/CIvIE(..l N X3)

y se compara con un nivel predeterminado de significancia. Si el efecto de x, dado
x, no es estadisticamente discernible, se elimina a x, de la ecuacion; de otro modo
se retiene. Para etapas posteriores existira un.cierto nimero de las pruebas F par-
ciales para todas las variables que se afiadieron en etapas anteriores. La variable
que puede eliminarse es aquella para la que el valor de F es el mas pequeiio.

4. Supéngase que se retiene a x; en este momento la ecuacion de regresion incluye a
X,y a x,. El proceso se continiia mediante un examen para determinar cual de las
variables restantes es candidata para incluirse en el modelo. Entonces, se examina
si alguna de las variables que ya se encuentran incluidas debe eliminarse ahora. El
proceso termina cuando ninguna de las demas variables de prediccion puede afia-
dirse o eliminarse del modelo de regresion.

Se deja como un ejercicio para el lector emplear los datos de produccion de ga-
solina con todas las opciones de seleccion posibles de variables y se compararan los
resultados.

14.6 Analisis de residuos o residuales

En la seccion anterior se examinaron algunas formas para determinar la ‘‘mejor”
ecuacion de regresion, bajo las circunstancias impuestas por el conjunto de datos.
Una manera muy efectiva de detectar las posibles deficiencias de un modelo radica
en llevar a cabo un analisis de residuos. Ningln otro aspecto es tan importante en el
analisis de regresion como el analisis de los residuos. El conocido economista Paul
A. Samuelson comentaba: “‘al cientifico que hace predicciones le recomiendo que
siempre estudie sus residuales’’.

Como se hizo notar en el capitulo 12, el analisis de los residuos puede descubrir
las violaciones de las suposiciones o las deficiencias del modelo. Se examinaran tres
deficiencias muy comunes: la ecuacion de regresién puede no ser lineal en las varia-
bles de prediccidn; la varianza del error o puede no ser constante y una o mas de las
variables de prediccion que ejercen una influencia importante pueden no estar in-
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cluidas en el modelo. También se considerara el problema de las observaciones dis-
crepantes o aberrantes, que son aquellas cuyos valores se encuentran alejados del
comportamiento general del resto de los datos.

Recuérdese que el i-ésimo residuo ¢; es la diferencia numérica que existe entre el
valor observado y; y el correspondiente valor estimado §;, paratoda i = 1,2, ...,
El residuo ¢; se considera como una estimacién del verdadero error no observable
&;. El error cuadratico medio es la varianza de los residuos, la que a su vez es una es-
timacién de o2

En esencia, el analisis de residuos significa realizar un analisis de sus graficas de
los residuos. Si se ha definido la ecuacion de regresién en forma correcta y no existe
ninguna deficiencia, entonces una grafica de los residuos contra cualesquiera de los
valores estimados ¥; a los correspondientes valores de cada variable de prediccion
en la ecuacion no mostrara ningiin patron, es decir, no existira ninguna relacion
entre los residuos y los valores ajustados o entre los residuos y ios valores de las va-
riables de prediccion. Si existe alguna relacion, ésta sugerira el hecho de que hay una
deficiencia en la ecuacion de regresion. Para detectar las areas de problemas a través
del analisis de los residuos, es preferible, de nuevo, emplear los residuos estandariza-
dos. Dado que la media de los residuos es igual a cero,

e. = efs
define al i-ésimo residuo estandarizado donde s es la desviacion estandar residual
(\VCME). Debe notarse que si el tamaifio de la muestra n es muy grande, la distribu-
cion de los residuos estandarizados debera encontrarse aproximada en forma ade-
cuada por una distribucion normal estandar. De hecho, muchos investigadores han
sugerido que cualquier alejamiento notable de la normalidad en la distribucién de
los residuos puede indicar una deficiencia en el modelo.

Para determinar si un modelo de regresién es lineal o no en las variables de pre-
diccidn, se grafican los residuos contra los correspondientes valores de cada una de
las variables de prediccion que figuran en la ecuacion de regresion. Para determinar si
la varianza del error es 0 no constante, se grafican los residuos estandarizados
contra los correspondientes valores estimados de la respuesta. Finalmente, para de-
terminar si una variable de prediccién, potencialmente importante, debe incluirse o
no en el modelo de regresion, se grafican los residuos contra los valores de esta va-
riable. Si la ecuacion de regresion estimada esta practicamente libre de cualquier de-
ficiencia o violacion de suposiciones, entonces los residuos estandarizados tenderan
a encontrarse dentro de una banda horizontal centrada alrededor del valor cero, sin
ninguna tendencia sistematica a ser positivos 0 negativos, y en forma muy rara se en-
contraran fuera del intervalo +3.Cualquier desviacién significativa con respecto a
este comportamiento indicara la existencia de un problema.

La figura 14.2 representa algunas graficas usuales de residuos: a) cuando se en-
cuentra presente un efecto cuadratico causado por una variable de prediccion y que
debe incluirse en el modelo; b) cuando la varianza del error no es constante y deben
emplearse minimos cuadrados con factores de peso (ponderados) para estimar los
coeficientes de regresion y ¢j cuando una variable que se ha eliminado muestra una
fuerte asociacion (lineal) con los residuos y por lo tanto debe incluirse en el modelo
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FIGURA 14.2 Graficas comunes de residuos para: a) la presencia de un efecto cuadratico;
b) la varianza no constante del error, y ¢/ el efecto lineal de una variable omitida

de regresion. Puede decirse mas con respecto a estos tres casos. Si la ecuacion de re-
gresion contiene s6lo un efecto lineal causado por una variable de prediccion x,
cuando en realidad existe un efecto cuadratico estadisticamente apreciable, entonces
la grafica de los residuos estandarizados contra x sera una curva en forma de U (o de
U invertida). Bajo un efecto cuadratico, los residuos correspondientes a los valores
extremos de x tenderan a ser grandes y positivos (negativos), y los residuos que se en-
cuentran en la parte media del intervalo de valores de x tenderan a ser pequefios pero
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negativos (positivos). En general, mediante la inclusién de un término cuadrético de
x en el'modelo, mejora considerablemente el valor predictivo de la ecuacién de re-
gresion resultante con respecto a la ecuacién previa. Los efectos de orden superior
también pueden detectarse de la misma manera. ,

* 8i la gréafica de los residuos da como resultado una figura en forma de cufia, en-
tonCe?ys posible que la suposicion de que la varianza del error es constante no se
cumpla.-En otras palabras, si existe una tendencia a aumentar o disminuir los pe-
siduos estandarizados al aunientar los valores estimados de la respuesta, la varianza
del error puede no ser constante. Esto da origen a lo que se conoce como modelo he-
terocedastico. Para remediar esta situacion se emplea el método de minimos cuadra-
dos con factores de peso, en donde los pesos son inversamente proporcionales a la
varianza de los errores. De esta forma, en lugar de intentar determinar las estimacio-
nes de los coeficientes de regresion mediante la minimizaciéon de la suma de los cua-
drados de los errores, se determina el conjunto de valores para los cuales la suma de
pesos de los cuadrados de los errores es un minimo. El motivo para emplear mini-
mos cuadrados con factores de peso en una situacion heterocedastica es estimar los
coeficientes de regresidn con pequefias desviaciones lo que a su vez produce un me-
jor ajuste.

Si cuando los residuos estandarizados se grafican contra una variable que no for-
ma parte de la ecuacion de regresion, pero bajo la cual se pudo observar la respues-
ta, se observa una tendencia lineal (o de orden superior); entonces, como se mencio-
no en el capitulo 13, los errores no pueden considerarse mas como independientes de
esta variable. En general, este tipo de variable resulta ser un efecto demografico o re-
lacionado con el tiempo. Por ejemplo, para muchos experimentos en los que los da-
tos se observan durante un periodo significativo, el investigador podria inicialmente
decidir no incluir al tiempo como una variable de prediccion potencial. Pero si los re-
siduos revelan un patrén sistematico cuando se grafican contra el tiempo, la variable
tiempo debera introducirse en la ecuacion de regresion.

Las graficas de residuos también son una ayuda al tratar con observaciones ex-
tremas o discrepantes. En general, las observaciones extremas tienen residuos que
son, en forma relativa, grandes, comparados con los de las demas observaciones. En
general, el valor del residuo estandarizado de una observacion discrepante se en-
contrara mas alla del intervalo + 3. Las observaciones discrepantes pueden crear si-
tuaciones dificiles en una ecuacidén de regresion, debido a que tienen un efecto
desproporcionado sobre los valores estimados de los coeficientes de regresion. Re-
cuérde que una de las suposiciones de la estimacién por minimos cuadrados es queel
conjunto de datos es tipico de la situacidn para la cual se intenta identificar una buena
ecuacion de prediccién. Por lo tanto, la remocién de cualquier observacion del con-
junto de datos no tendra, en forma virtual, ningtn efecto sobre la ecuacion de regre-
sion. Lo anterior constituye precisamente el porqué puede removerse, s6lo con
extremo cuidado, una observacion discrepante. Un método logico que se ha sugeri-
do es remover una observacion discrepante solo si existe evidencia comprobada de
que ésta es el producto de un error causado, por ejemplo, por un mal funcionamien-
tQ del instrumento de medicién. En ausencia de clara evidencia de error, la observa-
cion discrepante puede ser informacion Gnica con respecto a la respuesta y ser vital
para el entendimiento del fenébmeno.
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Los siguientes dos ejemplos ilustraran los casos a} y ¢} que se muestran en la figu-
ra 14.2. El caso en el cual se tiene una varianza no constante se analizara en la sec-
cion 14.8. - . - — et T

Ejemplo 14.3 Una compafiia manufacturera desea predecir el costo unitario de fa-
bricacién Y de uno de sus productos como una funcién de la tasa de produccion (que
fluctia en’el tiempo) x, y de los costos de material y mano de obra x,. Los datos se
recabaron durante un periodo de 20 meses durante el cual la tasa de produccion y los
costos del material y la mano de obra experimentaron una fluctuacion muy amplia. La
tasa de produccion se midi6 como un porcentaje de la capacidad total de produc-
cion, y se utilizd un indice apropiado para reflejar los costos del material y mano de
obra. Las observaciones se encuentran en la tabla 14.11. Obténgase la mejor
ecuacion de regresion para predecir el costo por unidad.

Primern se supondra un modelo de regresion lineal que solo tome en cuenta a x,
y a x,. En la tabla 14.12 se proporcionan las estimaciones y otra informaci6n impor-
tante. Hasta aqui parece que todo marcha muy bien. Las estimaciones tienen sentido
(valor negativo para el coeficiente x| y positivo para el de x,), las desviaciones estan-
dar son pequeias, el valor de R’ es relativamente alto y todos los efectos son estadis-
ticamente discernibles. Por lo tanto, se podria concluir que se ha obtenido una
buena ecuacion de prediccion, pero una grafica de los residuos estandarizados contra
x, revela/un patrén cuadrético en la mitad superior de la figura 14.3. Ningin patron
es evidente para x, .

TABLA 14.11 Datos de la muestra para el ejemplo 14.3

Y X X2
13.59 87 80
15.71 78 95
15.97 81 106
20.21 65 115
24.64 51 128
21.25 62 128
18.94 70 115
14.85 91 92
15.18 94 _ 93
16.30 100 111
15.93 102 116
16.45 82 117
19.02 74 127
18.16 85 133
18.57 86 135
17.01 90 136
18.03 93 140
19.22 81 142
2112 72 148

23.32 60 150
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TABLA 14.12 Andlisis de regresibn para el ejemplo 14.3

Regresion de Y sobre x, y x, -

) Coeficiente ’ Desviacién

Variable de regresién estimado estandar estimada Valor t
Constante. 20.2800 N - 2.1300 9.54
x -0:1377 : - 0.0159 ~-8.69
X 0.0742 0.0110 6.77

Rz = 0914 t0~975' 7 = 2.]‘
ANOVA
Fuente gl X SC CcM Valor F

Regresion 2 144.39 72.19 90.24

x) 1 107.72 107.72 134.65

x| x 1 36.67 36.67 45.84
Error 17 13.59 0.80
Total 19 157.98 Soss, 2.0 = 3.59; foos 1,17 = 4.45

La grafica de los residuos para x, implica que debe incluirse un término cuadrati-
co en x, en el modelo de regresion. De esta forma, se ajustara el modelo

Y = By + Bix, + Brx, +3gxf + &

obteniéndose los resultados que se muestran en la tabla 14.13.

Una comparacion con los resultados anteriores revela que la inclusion de un efec-
to cuadratico en x, mejora en forma considerable la ecuacion de regresion estimada.
Por ejemplo, los coeficientes de regresion, tanto de x, como de x,, se estiman con una
mejor precision comparada con la anterior y el valor de R* se incrementa hasta
0.981. Ademas, la nueva grafica de residuos contra x, (véase la Fig. 14.4) no muestra
ningan patron apreciable.

Ejemplo 14.4 Recueérdese el ejemplo de los salarios iniciales contra la calificacion
promedio, empleado a través de todo el capitulo 13. Quiza el lector se pregunte si
existiesen otras variables de prediccidon potenciales. Supdngase que también se ha
observado la edad de cada estudiante en la muestra. Ya que algunas compaiiias
tienen como requisito poseer alguna experiencia en el campo y un recién egresado de
mayor edad podria tenerla, es posible que la edad de éste pueda influenciar en el sa-
lario inicial que percibira. Los datos, tomando en cuenta la edad, se encuentranen la
tabla 14.14.

Cuando se hace una grafica de los residuos estandarizados de la ecuacion de re-

gresion estimada y = —6.63 + 8.12x, contra los correspondientes valores de x,
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TABLA 14.13 Analisis de regresion revisado para el ejemplo 14.3 - ;¢ = i xi -, e

Regresion de Y sobre x, yx, y x?

Coeficiente * Desviacién :
Variable de regresion estimado estdndar estimada Valort -
Constante Y 41.550000 3.050000 S 1364
x| —0.700300 0.076200 -9.20 -
X3 . '0.073400 0.005400 13.68
xi 0.003624 0.000488 C 743
Rz = 0.981 10,975' 16 = 2.12 4
ANOVA
Fuente gl SC ™M Valor F
Regresion 3 154.92 51.640 270.37
X3 1 107.72 107.72 563.98
x| x 1 36.66 36.66 191.94
x| xy, x, 1 10.54 10.54 55.18
Error 16 3.06 0.191

Total 19 157.98 Joss.3.16 = 3.24; foos 116 = 4.49

(véase la Fig. 14.5), se observa una tendencia lineal ascendente. Por lo tanto, se inclu-
ye el efecto lineal de x, en el modelo de regresion y se ajusta

Y =0+ Bix + Bx; + &,

En la tabla 14.15 se muestran los nuevos resultados. Dado que ahora se estiman
con mejor precision el término constante, el coeficiente de x, y el valor de R ha
aumentado en forma apreciable, la inclusion de x, da como resultado una mejor
ecuacion de prediccion.

14.7 Regresion polinomial

En la seccién 14.2 se mencion6 que el modelo polinomial dado por (14.3), o alguno
que contenga términos de interaccién como (14.4), es un caso especial del modelo li-
neal general. De hecho, en el ejemplo 14.3 se mostrd como el efecto cuadratico de
una variable de prediccidbn puede mejorar la capacidad predictiva de la ecuacion
de regresion. En esta seccion se ahondara mas sobre este tipo de modelos.

Si se ha identificado s6lo una variable de prediccion x y la grafica de las respues-
tas observadas contra los valores de x revela una curvatura, entonces debe usarse un
polinomio en x, de cierto grado, para aproximar la verdadera curva de regresion.
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FIGURA 14.3 Graficas de los residuos estandarizados para el ejemplo 14.3
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FIGURA 14.4 Graficas de los residuos estandarizados para la ecuacion de regresion revisada
en el ejemplo 14.3
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' TABLA 14.14 Datos aumentados para el ejemplo de los

‘salanos xmclales
Y ey (CP ) Y xy Edad
18.5 2.95 - 2
20.0 . 3.20 \ o 23
21.1 , 3.40 23
22.4 3.60 23
21.2 ' 3.20 27
15.0 ' 2.85 22
18.0 3.10 25
18.8 2.85 28
15.7 3.05 23
14.4 .. 2.70 22
15.5 2.75 28
17.2 3.10 22
19.0 3.15 26
17.2 2.95 23
16.8 - 2.75 26
2.0+
- *
é - %
g _
2 1.0+ % *
i _
§ - *
({)) -
g oo ¥ .
=] +
2 * *
& - *
- ox%
—-1.0+ =
- %
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2.0+
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FIGURA 14.5 Residuos estandarizados contra la edad para el ejemplo 14.4
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TABLA 14.15 Analisis de regresién para el ejemplo-14.4."{ - -

' ... Coeficiente_...-~ ... . .._.Desviacion ...
Variable .- de regresion estimado . .. . estdndar estimada Valor t
Constante -~ —16880 5.470 ~3.05
X ; 8.740 o 1.220 7.16
X2 ' 0.338 0.137 - 2.47
R = 0.813 B ) fosrs.n = 2.179
ANOVA

Fuente gl SC M Valor F
Regresion 2 66.10 33.05 26.23

X 1 58.40 58.40 46.35

x| x 1 7.70 7.70 6.11
Error 12 15.17 1.26
Total 14 ~81.27 fogs, 2.0 = 3.89; fogs. 1.2 = 4.75

" Por ejemplo, un modelo chbico en x esta dado por
Y, = Bo + Bixi + Buxi + Buxi + &,

donde B, recibe el nombre de coeficiente lineal, B, es el coeficiente cuadrdtico y
Bin es el coeficiente ciibico. Para mantener la costumbre se ha alterado en forma li-
gera la notacion para estos coeficientes de regresion para reflejar el patron de la co-
rrespondiente potencia de x.

Como se mencioné con anterioridad, lo que se busca con un polinomio es el gra-

do que mejor ajuste los datos dados. De acuerdo con lo anterior, el interés recae en

- probar hipodtesis, como por ejemplo, H,: 8,, = 0 o Hy B,,, = 0. Mediante el
empleo de este enfoque se tiene la capacidad para determinar el polinomio mas apro-
piado para estimar la respuesta promedio. Sin embargo, se advierte al lector que lo
que se busca y se prefiere en forma general es un polinomio de un orden relativamen-
te bajo. Se debera evitar el empleo de potencias muy grandes de la variable de pre-
diccion, debido a que lo que ocurre la mayor parte de las veces es un ajuste que expli-
ca incluso las variaciones aleatorias que se encuentran en los datos; en otras
palabras, siempre se puede encontrar un modelo polinomial de un grado, lo suficien-
temente alto para ajustar [os datos de manera perfecta, ya que un polinomio de gra-
do n — | pasara a través de todos los n valores de la respuesta.

Muchas veces un modelo completo de segundo orden que contiene términos li-
neales, cuadraticos y de interaccion, proporciona una aproximacion funcional exce-
lente en comparaciéon con una funcidén de respuesta desconocida y, en forma gene-
ral, compleja. Por ejemplo, un modelo de segundo orden en dos variables es

2
Yi = Bo + Bixiy + Baxia + Buxh + Buxi + BuXaxin + &,
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cos y B, es el coeficiente de interaccién. Para este modelo, la matriz X y el V_ectpr de
parametros B que figuran en la ecuacién matricial B

Y=XB+ ¢
AN
-son o
‘ 2 2
I xy xp2 Xt X2 XuXpz Bo
1 2 2
X1 X Xa X2 XX Bi
X = =
2 2
l Xt X2 Xp1 Xp2 XpiXp BIZ

Con los dos siguientes ejemplos se ilustraran tanto un modelo polinémico e u~2
variable, asi como un modelo completo de segundo orden.

Ejemplo 14.5 1a demanda de cierto producto cambi6 debido a una variacion rapi-
da de su precio por unidad. Sup6ngase que la demanda Y del producto se observa en
una region geografica en particular sobre un intervalo bastante amplio de precios x.
Dados los datos que se encuentran en la tabla 14.16, determinese el grado de un poli-
nomio que mejor ajuste estos datos.

Dado que sélo se tiene una variable de prediccion, lo primero que se tiene que
hacer es una grafica de la demanda contra el precio por unidad. La figura 14.6 revela
uiia curvatura, lo cual indica que debe intentarse el ajuste con un modelo cuadratico.

Para ilustrar coémo se detecta la curvatura, supongase que se propone un modelo
lineal sencillo. En la figura 14.7 se muestra un listado de computadora generado por
Minitab y los residuos estandarizados resultantes contra el precio en la figura 14.8.
La necesidad de incluir un efecto cuadratico en x es evidente.

TABLA 14.16 Datos de la muestra para el ejemplo 14.5

Y unidades x dolares

360 - 8.8

305 9.7

230 99

242 10.3

180 [1.0

172 12.5

121 13.2

83 14.8

. 122 15.8
' 91 17.4

105 18.2
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FIGURA 14.6 Grafica de la demanda contra el precio por unidad para el ejemplo 14.5 -

LA ECUACION DE REGRESION ES
Y=497. — 24.4X1

DEV. EST. COEFICIENTE-T

COLUMNA COEFICIENTE DEL COEF. =COEF/D.E.
— 497.15 60.85 8.17
X1 c2 -24.419 4.594 -5.32
LA DEV. EST. DE Y CON RESPECTO A LA RECTA DE REGRESION ES
S =47.53
CON ( 11— 2) = 9 GRADOS DE LIBERTAD

R-CUADRADA = 75.8 POR CIENTO

ANALISIS DE VARIANZA

DEBIDO A GL sc CM = SC/GL
REGRESION 1 63815 63815
RESIDUO 9 20330 2259
TOTAL 10 84145

FIGURA 14.7 Listado de computadora para el ejemplo 14.5
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FIGURA 14.8 Residuos estandarizados contra el precio por unidad para el modelo lineal del
ejemplo 14.5

El listado de salida para un modelo cuadratico se muestra en la figura 14.9.
Como se esperaba, existe una considerable mejoria en la prediccion proporcionada
por la ecuacién de regresion estimada, que la que se tenia con un modelo lineal
simple. Notese que Minitab también proporciona la ‘SC tipo I, es decir, a través
de las entradas identificadas por “C2””y “C3”’ se tiene que SCR(x) = 63 814.5y
SCR(x’ | x) = 14 961.4, respectivamente.

Aunque no se proporciona una grafica de los residuos estandarizados contra el
precio para el modelo cuadratico, no mostrara ningan patron evidente; ademas, no se
obtiene ninguna mejoria apreciable si se afiaden al modelo términos de orden supe-
rior. Una ecuacion de regresion estimada de orden cuadratico es lo mas adecuado
para predecir la demanda de este producto como una funcion del precio por unidad.

Ejemplo 14.6 En el ejemplo 14.2 se considero la regresion lineal de la temperatura
aparente Y sobre la temperatura del aire x, y la humanidad relativa x, para un inter-
valo limitado de x, y x,. Para el conjunto aumentado de datos dado en la tabla 14.17
se desea ajustar y analizar una ecuacion de regresion completa de segundo orden.
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LA ECUACION DE REGRESION ES
Y= 1330. — 155. X1 + 4.87 X2

_ DEV. EST. COCIENTE-T
COLUMNA COEFICIENTE DEL COEF. = COEF/D.E.

, — . 1330.4 179.6 . 7.41
X1 ~ ¢2 —155.47 27.87 -5.58
X2 Cc3 4.866 1.031 4.72
LA DEV. EST. DE Y CON RESPECTO A LA RECTA DE REGRESION ES
S=25.91
CON ( 11— 3) = 8 GRADOS DE LIBERTAD
R-CUADRADA = 93 .6 POR CIENTO
ANALISIS DE VARIANZA

DEBIDO A GL sC CM = SC/GL
REGRESION 2 78775.8 39387.9
RESIDUO 8 5368.8 671.1

TOTAL 10 84144.7

ANALISIS DE VARIANZA ADICIONAL
SC EXPLICADA POR CADA VARIABLE QUE ENTRE EN EL ORDEN DADO

DEBIDO A GL SC
. REGRESION 2 78775.8
- C2 1 63814.5
C3 1 14961 .4

FIGURA 14.9 Listado revisado para el ejemplo 14.5

TABLA 14.17 Datos de la muestra para el ejemplo 14.6

X

X2 70° 75 80 85 90 95
0% 64 69 73 78 83 87
10 65 70 75 80 85 90
20 66 72 77 82 87 93
30 67 73 78 84 90 96
40 68 74 79 86 93 101
50 69 75 81 88 96 107
60 70 76 82 90 100 114
70 70 77 85 93 106 124

80 71 78 86 97 113 136
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Con base en la experiencia cotidiana de Cualqmer persona con respecfo al'clima,
debe ser-evidente que-la temperaturadel aire y la-humedadrelativa‘tienen una inte-
raccién con la:temperatura aparenté:. Por ejemplo; el calor’que-se sienté cuando la
temperatura del aire es'de 90°§*la' humedad reldtiva‘es del 10%, es' muy diferente a
la que se percibe cuando la humedad relativa es del 70%. Los resultados"que se
muestran en la tabla 14.18 son los que se \obtxenen cuando se supone un modelo com-

" pleto de segundo orden. i sotns iRl

El efecto de cada término en el modelo sobre la temperatura aparente es estadistica-
mente discernible; los coeficientes de regresion se encuentran estimados con una exacti-
tud razonablemente buena y el valor de R? es muy alto. De esta forma, la ecuaci6bn
de regresién estimada completa de segundo orden es adecuada para la prediccibn.

14.8 Minimos cuadrados con factores de peso

Una suposicion clave en la estimacion por minimos cuadrados es que la varianza de
cada error aleatorio es la misma. De la seccibn 14.6 recuérdese que si los residuos es-

TABLA 14.18 Analisis de regresion para el ejemplo 14.6

Regresion de Y sobre x,, xz, X3, x3, ¥ XX

Coeficiente Desviacion
Variable de regresion estimado estdndar estimada Valor t
Constante 175.3300 36.11000 4.86
x . —3.1689 _ 0.87580 -3.62
X —1.4351 0.13210 -10.87
xi 0.0236 0.00530 4.46
x3 0.0017 0.00056 3.07
X 0.0188 0.00150 12.56
R* = 0.977 foors. s = 2.01
ANOVA
Fuente gl SC CM Valor F
Regresion 5 11,966.71 2393.34 407.20
Efecto lineal de x, 1 8536.13 8536.13 1452.32
Efecto lineal de  x, 1 2330.71 2330.71 396.54
xi|x.x | 116.68 116.68 19.85
x3lx, x, x] 1 55.41 55.41 9.43
Interaccion de x,, x; 1 927.78 927.78 157.85
Error 48 282.12 5.8%
Total 53 12,248.83 Soos s = 2.42; fous 1w = 4.04
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tandarizados tienden a disminuir o a aumentar conforme se incrementan los valores
estimados de la respuesta, la varianza del error no puede considerarse como constante.
El remedio apropiado para esta situacion es aplicay minimaos cuadrados con factores
de peso, en los cuales las estimaciones para los coeficientes de regresion se obtienen
mediante la minimizacién de la'suma con pesos de los cuadrados de los errores. Si se
empleara la estimacioén por minimos.cuadrados ordinarios en una situacion para la
cual la varianza del error no es constante, los coeficientes de regresion no serian esti-
mados con la misma precision. -

Antes de resolver algunos ejemplos, se exammaré.n en forma breve los aspectos
teodricos clave de la estimacion por minimos cuadrados con factores de peso. Al igual
que en los minimos cuadrados ordinarios se supone que para el modelo lineal gene-
ral

Y =XB+ ¢
£ es un vector de errores aleatorios nu ouservable, tal que
E(e) = 0,
y la matriz de varianza-covarianza esta dada por
E(ege') = Q.

La matriz Q es de tal naturaleza que el elemento que se encuentra sobre la diagonal
qi; es la varianza de ¢;, y qi; es la covarianza entre ¢; y € paratoda i # j. Q debe
ser no singular; de hecho, Q™' recibe el nombre de matriz de ponderacion y la debe
especificar el investigador, es decir, los pesos se asignan a cada observacion de la res-
puesta de acuerdo con alguna informacién respecto a la correspondiente varianza
del error. Existen algunos procedimientos disponibles para los usuarios para deter-
minar los pesos; lo anterior se ilustrard méas adelante.

Las estimaciones de los coeficientes de regresion se obtienen mediante la minimi-
zacion de la suma con pesos de los cuadrados de los errores dada por

£€Q 'e = (Y - XB)Q Y - XP).
Puede demostrarse que las ecuaciones normales en forma matricial son
X'Q7'XB = X'Q'Y.

Si existe la matriz inversa (X'Q™'X) ™", los estimadores por minimos cuadrados con
factores de peso se obtienen mediante

B= (X’Q 'X)"'X’'Q'Y. (14.31)

Es importante notar que los minimos cuadrados ordinarios son un caso especial de
los minimos cuadrados con factores de peso, es decir, siQ = oI, entonces es relati-
vamente facil demostrar que (14.31) se reduce a la expresion usual

B = (X’X)"'X'Y.




14.8 Minimos cuadrados con factores de peso 549

- ~La definicion de la matriz Q implica una estructura de covarianza entre los erro-
res aleatorios. En la préctica, esta estructura resulta dificil de identificar. La aplica-
cién més sencilla de la estimacién por minimos cuadrados con factores de peso es la
de suponer que Q es una matriz diagonal de la forma

. o s \ -
.a? 0
Q= ;
0
: 2
L On |
donde o? es la varianza de &;. Entonces
Lo -
VL
Q'=
0 .
i 1 /O',Z,J

Por lo tanto, los errores aleatorios se suponen independientes, pero algunas de sus
varianzas (si no es que todas) pueden ser diferentes.

A continuacion se examinaran algunas situaciones para las cuales es probable
que se viole 1a suposicion de que la varianza del error es constante si se emplean mi-
nimos cuadrados ordinarios. Una practica muy frecuente en la adquisicion de
datos experimentales es tomar varias mediciones de la respuesta para cada uno de los
puntos de observacion y después calcular el promedio de las mediciones para cada
uno. La principal razon para llevar a cabo este procedimiento es estabilizar la varia-
bilidad de las observaciones individuales. Bajo este procedimiento la respuesta se
convierte en un promedio. Dado que la desviacién estandar de un promedio es pro-
porcional a la raiz cuadrada del tamaiio de 1a muestra sobre la cual se basa este pro-
medio, la variacion de Y;, y de esta forma de «;, es o?/n;, donde @ es la varianza
comun del error y n; es el tamaifio de la muestra en relacion con Y,. Esto conduce a
un procedimiento de estimacion por minimos cuadrados con factores de peso para el
cual [a inversa de la matriz Q esta dada por

Fnl ]
n, (1]
1
_| .
Q' =+
0
— nn
Los pesos son los tamaiios individuales de cada muestra n,, n, ..., n, para los n

puntos de observacion. La logica que se encuentra detras de lo anterior es muy senci-
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11a; los promedio basados en un gran nimero de:observaciones deben tener un ma-
yor.peso en la determmac16n de las estimaciones que aquellas que se basan en pocas
observaciones. SRR e L e s A e e T e )
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Ejemplo 14.7 Una compafiia implanta un programa de inspeccion en el cual las uni-
-dades de cierto producto se revisan en forma visual en la linea de produccion, con el
objetivo de detectar las que se encuentran defectuosas. El gerente sabe que la velo-
cidad de la linea afectarad el nimero de unidades defectuosas encontradas. Se se-
lecciona un lote de unidades de un tamafio suficiente y se envia a un departamento
que se encargara de revisar el 100% de los mismos minuciosamente con el proposito
de encontrar el nimero total de unidades defectuosas. Entonces el lote se coloca
sobre la linea un numero variable de veces para cada una de las ocho velocidades que
posee la misma. Para cada velocidad de la linea x se calcula el nimero promedio Y
de unidades defectuosas que no se descubrieron. Los datos que aparecen en la tabla
14.19 son los resultados de este experimento y la ultima columna representa los ta-
mafios individuales de cada muestra. Obténganse y comparense las reg.esiones
simples de Y sobre x, con base en minimos cuadrados ordinarios y con factores de

peso.

Para minimos cuadrados ordinarios se descartan los tamafios variables de cada
muestra y se procede de la manera usual. Los resultados se muestran en la tabla
14.20. Para minimos cuadrados con factores de peso se ilustrara el calculo de las es-
timaciones. Dado que los pesos son los tamafios de cada una de las muestras,

<
II_
QNI —

TABLA 14.19 Datos de la muestra para el ejemplo 14.7

Y x(pie/min) n
0.50 10 14
4.67 20 3
6.25 30 25

10.00 40 2
13.50 50 3
13.70 60 22
17.50 70 S

23.00 80 2
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TABLA 14.20 Estimaciones por minimos cuadrados ordinarios y tabla ANOVA para el
ejemplo 14.7 “ia o

N

Coef ciente: ' : Desviacion

Va;idble \ yde regresion estimado estdndar estimada Valor t
©  Constahte LS 20190 0.9490 -2.23
x - 0.2946 . 0.0188 15.68
7= 0.976 , fogrs. e = 2.447
» | ANOVA
Fuente o gl SC CM Valor F
Regresion ™~ 1 ' 364.62 364.62 246.36
Error \ : 6 8.89 1.48
Total 7 373.51 foss.16 = 5.9
y
14 7 [t 10]
3 1 20
X'Q“'Xlz [ 1 1 - 1]_1_2
10 20 --- 80}0
i 2| L1 8]
1 76 3010
ot [3010 152 300]
Ademas,

(le—lx)Al _

2|: 0.06056388 —0.00119696]
—0.00119696 0.00003022

Entonces, mediante el empleo de (14.31), las estimaciones de minimos cuadrados
con factores de peso son

[bo] [ 0.06056388 v0.00119696][l [ - I]
:o"'
b, ~0.00119696  0.00003022 [ 10 20 --- 80
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Los resultados del an4lisis de regresion con factores de peso se dan en la tabla 14.21.

Una comparacién de los resultados basados en minimos cuadrados con factores
de peso y ordinarios muestran una ligera mejoria en la precision de las estimacio-
nes de minimos cuadrados con factores de peso, asi como un pequefio aumento en el va-
ior de- 2. Debe notarse que si los tamafios-de cadz muestra individual no difieren
mucho entre si, es muy probable que los resultados que se obtengan mediante el
empleo de los dos métodos sean muy similares.

En el ejemplo 14.7 se supuso de antemano una varianza del error no constante,
debido a que el registro de las observaciones de la respuesta son promedios basados
en tamafios variables de las muestras. Sin embargo, la mayoria de las veces la falta
de una varianza constante para el error debe determinarse en forma empirica. Ya se
ha indicado que una grafica de los residuos estandarizados contra las respuestas esti-
madas resulta ser una ayuda considerable en la deteccion de la heterocedasticidad,
pero para aquellos problemas para los cuales se tienen disponibles observaciones re-
petidas de la respuesta para el mismo punto de observacion, es preferible registrar las
observaciones reales mas que sus promedios y emplearlas para detectar una varianza

TABLA 14.21 Estimaciones por minimos cuadrados con factores de peso y tabla ANOVA
para el ejemplo 14.7

Coeficiente Desviacion

Variable de regresion estimado estdandar estimada Valor t
Constante —2.0540 0.6990 —2.94
X 0.2753 0.0156 17.63

r? = 0.981 Lygrs. s = 2.447
ANOVA

Fuente gl SC M Valor F
Regresion 1 2508.66 2508.66 310.86
Error 6 48.43 8.07
Total 7 2557.09* foss. 16 = 5.99

* Las sumas de los cuadrados son diferentes de las anteriores debido a que ahora son funciones de los pe-
sos impuestos.

. B v+
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no constante del error. Para estos tipos de problemas la grafica de las observaciones
contra los valores de la variable de prediccion revelara una varianza no constante, si
es que ésta existe. El siguiente ejemplo ilustra este problema. .
Ejemplo 14.8 Recientemente, la variabilidad del ozono en la estratosfera ha recibi-
do gran atencion, especialmente en el impacto que el hombre tiene sobre el clima. El
ozono es una forma de oxigeno que se encuentra en diversas cantidades en la estra-
tosfera y constituye un componente muy importante de la atmésfera, ya que tiene
la propiedad de bloquear la radiaciébn ultravioleta que provienen del sol. Los datos
que se encuentran en la tabla 14.22 muestran la cantidad de ozono registrada Yy su
presion parcial x para cada capa de altitud, donde cada capa tiene aproximadamente
un kilometro de altura. Por conveniencia, las capas se han escalado a un intervalo de
—7a +7. Determinese si la varianza del error puede considerarse como constante.

TABLA 14.22 Datos de la muestra para el ejemplo 14.8

Capa Ozono Capa Ozono
-7.00 . 53.8 -1.00 ) 102.8
-7.00 53.3 -1.00 ’ 96.9
—7.00 54.8 -1.00 98.2
-7.00 54.6 0.0 98.9
-7.00 - 537 0.0 96.1
—7.00 55.2 0.0 99.6
-7.00 55.7 0.0 91.4
—-7.00 54.1 1.00 101.1
—6.00 : 63.8 1.00 94.6
-6.00 64.2 1.00 95.9
-6.00 66.9 2.00 92.3
-6.00 67.2 2.00 96.6
—-6.00 65.4 2.00 98.5
-6.00 67.3 3.00 93.6
-5.00 71.8 3.00 86.2
-5.00 73.2 3.00 87.9
-5.00 75.6 3.00 89.5
-5.00 76.2 4.00 74.8
-5.00 72.7 4.00 823
—-4.00 79.4 4.00 76.9
-4.00 81.1 4.00 81.2
-4.00 85.2 5.00 73.6
-4.00 83.0 5.00 65.4
-4.00 84.1 5.00 67.1
—4.00 82.8 6.00 60.2
-3.00 90.3 6.00 54.9
-3.00 84.2 6.00 50.8
-3.00 88.3 7.00 44.7
-3.00 86.0 7.00 38.5
-2.00 93.2

-2.00 ‘ 97.4

—-2.00 98.3
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FIGURA 14.10 Grafica del ozono contra la altitud de la capa para el ejemplo 14.8

Una grafica de la cantidad de ozono contra la capa, figura 14.10, revela que la
varianza del error no puede considerarse como constante debido a que la variabili-
dad en la cantidad de ozono aumenta conforme la capa crece. La figura 14.10 tam-
bién sugiere que el modelo apropiado por utilizar es una ecuacioén cuadratica.

En una situacion como ésta, en la que existen repeticiones para varios puntos de
observacion, los pesos se determinan mediante el calculo de la varianza de las medi-
ciones de la respuesta para cada punto de observacion. De esta forma, cada peso es
el reciproco de la correspondiente varianza. Por ejemplo, si y;; denota la i-ésima me-
dicion de ozono en la j-ésima capa, la varianza de la muestra de la j-ésima capa es

st= 2 (yi; = ¥,) /(n; = 1),

Jj=1

y el correspondiente peso es w; = 1/ szj Como ilustracion, considérense las observa-
ciones para x = 0. Estas son 98.9, 99.6 y 91.4.Entonces, n; = 4, y,; = 96.5, 57 =
13.8467,y w; = 1/13.8467 = 0.0722. Al seguir este procedimiento, los pesos
correspondientes para cada capa son los que se muestran en la tabla 14.23.
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' TABLA 14.23 Pesos para el ejemplo 14.8

- Capat: . .- ... . Peso . i Capa < . Peso
270 C T L4956 T R S T 0.0845
-6 0.4119 ~ - 2 P 1R0,0091
=5~ 0.2755 3 0.0997
-4 0.2304 . 4 0.0797
-3 0.1411 5 0.0534 .
: -2 0.1349 6 '0.0450
-1 0.1041 7 0.0520
: 0 - 0.0722 : :

Mediante el uso de estos pesos y al ajustar un modelo cuadratico, se obtienen,
para el czono, los resultados que se encuentran en la tabla 14.24. Es evidente que
una ecuacion cuadratica de regresion basada en minimos cuadrados con factores de
peso es muy adecuada para describir la variabilidad de la cantidad promedio de ozo-
no como una funcion de la altitud.

La mayoria de las veces no existen observaciones repetidas, pero los datos se re-
caban en agrupaciones naturales las que pueden, a priori, sugerir varianzas diferen-
tes para el error en cada grupo. Lo que en general se hace es suponer que la varianza
del j-ésimo grupo es ¢ fo-z, donde c; es Gnica para el j-ésimo grupo, pero o’ es comin
para todos los grupos. En general, los valores de las ¢, no son conocidos, pero pueden
estimarse primero al determinar la varianza residual para cada grupo, s? basada en

TABLA 14.24 Estimaciones por minimos cuadrados con factores de peso y tabla ANOVA
para el ejemplo 14.8

Coeficiente Desviacion

Variable de regresion estimado estdndar estimada Valor t
Constante 96.7590 0.6367 151.98
x —0.5585 0.1266 —4.41
x2 —-0.9495 . 0.0238 -39.83

R* = 0.9817 losrs, ss = 2.00
ANOVA

Fuente gl SC CM Valor F

Regresion 2 4082.33 2041.17 1556.30

Efecto lineal 1 2001.11 2001.11 1525.78

Efecto cuadratico 1 2081.22 2081.22 1586.82

Error 58 76.07 1.31

Total 60 4158.40 Joss. 2.8 = 3.155 fogs. 1. = 4.00
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los residuos de éstos. Los residuos se obtienen mediante el ajuste de un modelo lineal
general empleando minimos cuadrados ordinarios. Entonces, una estimacion de ¢
s;/s, donde s es la desviacion estandar residual global basada en los minimos cua(.{ra-
dos ordinarios y s;es la d&macn(m estandar residual para el j-ésimo grupo. Entonces
el peso para el j-ésimo grupo es w; = 1/c} = s%/s.

14;9 Variables indicadoras

En casi todos los problemas que se han considerado hasta este momento, las va-
riables de prediccion han sido cuantitativas en el sentido en que toman valores de
una escala numérica bien definida. Sin embargo, para muchas variables como Ia lo-
calizacion geografica, el estado civil, las poblaciones urbanas o rurales o alguna otra,
no es evidente tener una escala bien definida. Dado que estas variables cualitativas
son factores importantes en muchas situaciones, a continuacion se examinara una
manera de cuantificar los niveles de una variable de prediccién cualitativa para su
empleo en el analisis de regresion. Se consideraran las que cominmente se conocen
como variables indicadores 0 mudas. A cada una de estas variables se le asignan los
valores Oy 1.

Como ilustracion, considérese la tasa de crimenes para dos estados adyacentes,
para los que los datos figuran en el ejercicio 14.16 que se encuentra al final de este
capitulo. En particular, supongase que se desea hacer una regresion de la tasa de
crimenes sobre el porcentaje de la poblacion urbana en un estado para aquellos que
se encuentren s6lo en las regiones 1 y 5. El modelo de regresion sera una funcion de
la variable cuantitativa x, (porcentaje de poblacién urbana) y una variable de predic-
cion cualitativa que representa las dos regiones de interés.

Dado que sdlo se tienen dos regiones, es conveniente definir dos variables indica-
doras x, y x, tales, que

{ I siunestado es encuentra en la region 1,
B 0 de otro modo,
{l si un estado se encuentra en la region 5,
X3 =

0 de otro modo.

Entonces, para obtener una sola ecuacién de regresion para ambas regiones, se debe-
ra ajustar el modelo

Y =By + Bix; + Bax; + Bix; + &.

Pero si se hace esto, entonces la matriz X’X no tendria inversa. Una manera facil de
salir de este problema es eliminar una de las dos variables indicadoras y emplear so-
lamente una, por ejemplo x,, en donde al igual que antes,

{ I siunestado se encuentra en la region 1,
Xy =

0 de otro modo,
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Enotra pa.labras, para cualquier estado que se encuentre’en‘la regién 1 (x; = 1) o si
se-encuentra en la region 5 (x, = 0). En general, si una variable cualitativa tiene m
niveles, puede representarse por medlo de m-} vanables mdxcadoras, asignando a
cada una los valores dé 0.y 1.

Considérese de nuevo el problema dela tasa de cnmenes para las reglones 1 y 5
Existen varias maneras de abordar el desarrollo de un modelo de regresion. Se puede
reunir la informacion provemente de ambas reglomes y entonces ajustar el modelo li-
neal simple :

.Y=080+lel+8)

ignorando las diferencias regionales pueden obtenerse ecuaciones de regresion separa-
das para las regiones, cada una con diferentes estimaciones para los coeficientes de re-
gresion. La eleccion entre estas dos opciones debe hacerse con mucho cuidado. En rea-
lidad debe decidirse si cada una de estas dos regiones es distinta con respecto a la tasa
de crimenes, o si existe alguna relacién en coman. Si lo primero es cierio y se ajusta el
modelo dado con anterioridad, entonces es probable que la tasa de crimenes en una re-
gion se encuentre sobreestimada mientras que para la otra ocurre lo contrario. Si exis-
te una relacion en comiin, entonces no es necesario tener dos ecuaciones de regresion
separadas. ,

Al comparar los resultados que se obtienen con base en las ecuaciones de regre-
sion separadas y la Gnica para las regiones 1 y 5 mediante el empleo del porcentaje de
poblacion urbana como la Gnica variable de prediccion, se obtienen los datos que se
encuentran en la tabla 14.25.

La comparacion revela que las estimaciones para cada una de las pendientes son,
en esencia, las mismas, pero las estimaciones de las intersecciones son significativa-
mente diferentes. Notese también que la ecuacién de regresion Unica exhibe las pro-
piedades menos deseables. De hecho, con esta Gltima ecuacion las tasas para los es-
tados que se encuentran en las region 1 se sobreestiman, mientras que para los esta-
dos que se encuentran en la region 5 se subestiman con una sola excepcién. Por lo
tanto, en forma aparente exxsten diferencias regionales para la respuesta y no deben
ignorarse.

Para incorporar las diferencias regionales dentro del modelo, s6lo se utilizara la
variable indicadora x, definida con anterioridad; el modelo se convierte en

Y =8y + Bix + Boxz + & (14.32)

Para interpretar los coeficientes de regresion, considérense los estados de la region 5.
Dado que para éstos x, = 0, se supone una curva de regresion dada por

E(Y) = By + Buix,,

que es la ecuacion de una linea recta con pendiente 3, e interseccion §3,. Para los esta-
dos que se encuentran en la region |, x, = {, y la respuesta media toma la forma

E(Y) =B, + Bx; + 8,
= (Bs + B2) + Bix),



558 Andlisis de regresion: el modelo lineal general

TABLA 14.25 Modelos de regresibn combinado. y separado para el ejemplo de la tasa de

crimenes
‘Modelo d¢ regresn()n estimado
R Coef ciente . Desviacién
Variable . de regresién ammado S estandar estimada "~ Valort
Constante - 7.0350 - 4.2300 . 1.66
X o —0.0094 ) 0.0673 -0.14
n=12 : rr = 0.002 , togrs, 10 = 2.228
Modelo de regresion para la region |
Coeficiente Desviacién
Variable de regresion estimado ' esténdar estimada Valor t
Constante 0.4170 0.8020 0.52
X 0.0404 0.0118 3.41
n==6 "2 = 0.745 t0_975’4 = 2.776
Modelo de regresion para la regién 5
Coeficiente- Desviacion
Variable de regresion estimado esténdar estimada Valor t
Constante 7.4400 3.9500 1.88
Coxy 0.0439 . 0.0686 0.64
n==6 "2 = 0.093 t0‘975_4 = 2.776

la que también es la ecuaciéon de una linea recta con la misma pendiente, 8,, pero
con una interseccion diferente 8, + B,. Entonces el modelo dado por (14.32) pro-

porciona la respuesta promedio como una funci6n lineal de x, con la misma pen-
diente para ambas regiones, pero con diferentes intersecciones. El parametro 3,
representa el efecto diferencial que existe entre las intersecciones de las dos regiones.
Para ajustar el modelo (14.32) el vector Y y la matriz X son
[4.2] 1 776 1]
2.4 1 508 1
3.1 1 846 1
3.2 1 564 1
39 1 87.1 1
Y=1{14] X=|1 322 1
10.2 1 8.5 0
11.7 1 603 0
10.6 1 450 0
11.9 I 476 0
9.0 I 63.1 0
6.0A _l 39.0 0_

Los resultados de la regresion se muestran en la tabla 14.26
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TABLA 14.26 Analisis de regresion para el ejemplo de la tasa de crimenes SRR N

o ; Coeficiente . .. Desviacion 15 AL
Variable de regresion estimado *  estdndar estimaday;. :; .. Valor ¢
Constante 7.5800 1.6400 4.62
0 0.0416 - 0.0269 1.54
x ~7230  \ 0.9520 -7.60
n =12 Iz2 = 0.865 lo975,9 = 2.262

Con base en estos resultados, las diferencias regionales son estadisticamente sig-
nificativas. De esta-forma, la Gltima ecuacién de regresion es superior con respecto
al modelo Gnico en el cual no se consideraban las diferencias regionales. En particu-
lar, las dos regiones tienen la misma estimacion para la pendiente (0.0416), pero las
intersecciones son iguales a 7.58 para la region 5y 7.58 — 7.23 = 0.35 para la region 1.
En general puede suponerse que la pendiente es la misma y, por lo tanto, es mejor
emplear un modelo con una variable indicadora que un modelo Gnico. Ademas,
también es mejor un modelo con una variable indicadora que emplear dos modelos
de regresion separados debido a que para el primero se tiene un mayor niimero de
grados de libertad disponible para el error que para el segundo. De acuerdo con lo
anterior, 3, y 3, son las estimaciones con la mejor precision como es el caso para este
ejemplo. ‘

¢ Qué ocurre si la pendiente no es la misma? Esta situacion puede manejarse me-
diante la introduccion en el modelo de un término de interaccion para la variable
Cuantitativa x, y para la variable indicadora x,. El modelo propuesto se convierte en

Y = Bo + lel + BzXz + B|2x|x2 + &. (14.33)

Para los estados que se encuentran en la region 5, x, = 0. Entonces, x,x, = 0,y
la respuesta promedio para esta region es

E(Y) = By + Bix,.

Para los estados que se encuentran en laregion I, x, = 1,y x,x, = x,, larespuesta
media para esta region es

E(Y) = By + Bix; + B2 + Biax,
= (By + B2) + (B + Bi2)x,.

Notese que el coeficiente de regresion de x, es el efecto diferencial que existe entre las
intersecciones de las dos regiones y el coeficiente de regresion del producto cruzado
x,x, es el efecto diferencial entre las pendientes de las dos regiones. Por lo tanto, su-
poniendo que existe una interaccion estadisticamente apreciable entre x, y x,, pueden
obtenerse las ecuaciones estimadas de regresion para cada region mediante el empleo
del modelo dado por (14.33).

Para finalizar, se examinara el problema en el cual una variable cualitativa tiene
mas de dos niveles. Este caso requiere del uso de mas de una variable indicadora en
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el modelo de regresion. Como ilustracion, se continuaré con el problema de la tasa
de crimenes al llevar a cabo una comparacion entre los estados de las regiones 1, 5 y
7. Dado que se han identificado tres niveles de una vanable cuahtatxva se defimrén

dos variables indicadoras de la siguiente manera: *** " S L

\ {1 si un estado se encuentra en la region I,

Xy =

0 de otro modo,

1 si un estado se encuentra en la region 5,
X3 =

0 de otro modo.

Este arreglo proporciona el mismo nimero de combinaciones posible de los valores
de x, y x, de acuerdo con el namero de niveles de la variable cualitativa. Estos son
X, = l,xy =0;x=0,x3 =1, yx, = x; = 0. Representan los estados en las
regiones 1, 5 y 7 respectivamente.

Si se supone que las pendientes son iguales para la; tres regiones, el modelo es

Y =8¢+ Bix; + Bax; + B3xs + €.

Para los estados que se encuentran en la regiéon 7, x, = 0y x; = 0, de tal manera
que la respuesta se reduce a

E(Y) = Bo + Bixy,

que es la ecuacion de una linea recta con pendiente 3, e interseccion 3. Para los esta-
dos que se encuentran en laregion 5, x, = 0 y x; = 1. De acuerdo con lo anterior,
la curva de regresion es C

EY) =By + Bix; + B3
= (BO + B}) + le‘l,

donde B5 representa el cambio en la interseccion de la region 5 con respecto al de la
region 7. De manera similar, cuando x, = 1 y x; = 0, la respuesta media es

E(Y) = By + Bix, + B,
=(By + B,) + Bixy,
donde ahora 3, es el cambio en la interseccion de la region 1 con respecto al de la re-
gioén 7. Se deduce que tanto B, como B; representan los efectos diferenciales para las
intersecciones de las regiones 1 y 5, respectivamente, en relacion con la interseccion
de la region 7.

E] caso para el cual no es posible suponer que las pendientes son iguales, en este
momento debe ser ya evidente, es decir, si se asume un modelo de la forma

Y =By + Bixy + Brxy + Bixs + Baxyxy + Braxxs + &, (14.34)

donde B,; y Bz son los coeficientes de regresion para las interacciones que
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comprenden a la variable cuantitativa x, y a cada una de las dos variables indicado-
rasx,y x,

Ejemplo 14.9 Se seleccionan al azar cinco casas recientemente vendidas para tres
distintas zonas residenciales (A, B y C) en cierta ciudad, y el precio de venta Y se
compara con el valor catastral de la propiedad x, determinado por la oficina estatal
local correspondiente. Los datos se encuentran en la tabla 14.27 donde el precic de
venta y el valor catastral de la propiedad se dan en miles de dblares. Mediante el
empleo de variables indicadoras, ajustese una ecuacidon de regresion lineal y
determinese si las pendientes para las tres zonas residenciales son las mismas.
Dado que se tienen tres zonas residenciales, se definen dos variables indicadoras
x,y x,tales, que
{ 1 ° si una casa se encuentra en la zona B,
xZ =
0 de otro modo,
{ 1 siuna casa se encuentra en la zona C,
X3 =

0 de otro modo.

Para el modelo (14.34) el vector Yy la matriz X son iguales a

42.5 1 3310 0 0 0
36.8 1 420 0 0 O 0
42.6 1 478 0 0 O 0
41.2 1 534 0 0 0 0
48.6 1 596 0 0 0 0
75.2 1 639 1 0 63.9 0
83.4 1 684 1 0 68.4 0
Y =1]833 X=j1 723 1 0 723 0
116.8 1 778 1 0 77.8 0
114.3 1 808 1 0 80.8 0
122.8 1 95 01 0 96.5
125.6 1 101.8 0 1 0O 101.
132.5 1 1062 0 1 0 106.2
127.4 1 1126 0 1 0O 112.6
| 147.8] 1 1205 0 1 0 1205
TABLA 14.27 Datos de la muestra para el ejemplo 14.9
Zona A Zona B Zona C
X Y x Y X Y
33.1 4.5 63.9 75.2 96.5 122.8
42.0 36.8 68.4 83.4 101.8 125.6
47.8 42.6 72.3 833 106.2 132.5
53.4 - 41.2 77.8 116.8 112.6 127.4

59.6 48.6 80.8 114.3 120.5 147.8
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El listado de computadora que produce Minitab se encuentra en la figura 14. ll,
donde C2-C6 se refieren a x;, x;, X3, X)X, ¥ XX3, respectivamente.
Notese que la hipotesis nula

A‘pped\c\: rechazarse, pero la hipOtesis
Hy: B3 =0

no; por lo tanto, existe una razon para creer que las pendientes para las zonas resi-
denciales A y B no son las mismas. Del listado se determina que las ecuaciones esti-

LA ECUACION DE REGRESION ES
Y= 31.4 + 0.232X1 — 129.X2
+ 1.89 X3 +2.41X4+ 0.679 X5

. DEV. EST. COCIENTE-T
COLUMNA COEFICIENTE DEL COEF. = COEF/D.E.
— 31.37 14.66 2.14
c X1 c2 0.2325 0.3050 0.76
" X2 Cc3 —-128.81 36.29 -3.55
X3 c4 1.89 38.82 0.05
X4 C5 2.4112 0.5481 4.40
X5 C6 0.6786 0.4518 1.50
LA DEV. EST. DE Y CON RESPECTO A LA RECTA DE REGRESION ES
S=6.238
CON ( 15 — 6) = 9 GRADOS DE LIBERTAD
R-CUADRADA = 98.4 POR CIENTO
ANALISIS DE VARIANZA E
DEBIDO A GL sC CM = SC/GL
REGRESION N 5 21577.96 4315.59
RESIDUQ 9 350.26 38.92

TOTAL 14 21928.22

ANALISIS DE VARIANZA ADICIONAL
SC EXPLICADA POR CADA VARIABLE QUE ENTRA EN EL ORDEN DADO

DEBIDO A GL SC
REGRESION 5 21577.96
c2 1 19892 .61
Cc3 1 698.16
C4 1 232.89
CS 1 666.52
Cc6 1 87.79

FIGURA 14.11 Listado de computadora para ¢l ejemplo 14.9
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madas de regresion para cada zona residencial sonlas siguientes:

Zona A: § = 3137 + 02325k, v

O = x5 =0) . b e R e T

Zona B: § = —97.44 + 2.6437x,,
:(xz=1,xs,=0) N )
Zona C: § = 33.26 + 0.9111x,. :
;(Xz = 0,'X3 = D . . '
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Ejercicios
14.1. De los siguientes modelos, ;cuales no son casos del modelo lineal general y por que?
a) Y =B+ Biexp(B2x)) + B3x; + &
B) Y =Bix, + By + Baxi + Baxix, + €
o Y="0+B/x+Bxi"+e

14.2. Una agencia de alquiler de automoviles obtiene la siguiente ecuacion de regresion:

F =075 + 1.2x, + 0.15x,

para predecir el costo promedio anual Y en miles de délares como una funcion del ni-
mero de automoéviles alquilados x, y del nimero promedio de millas que cada automo-
vil recorre x, en miles de millas. Expliquese el significado de cada uno de los coeficien-
tes estimados de la regresion.

14.3. Supoéngase que la ecuacion estimada de regresion que describe una respuesta media co-
mo una funcion de dos variables de prediccion esta dada por

$ =15+ 6x, — 2, — 1.5x,x.

a) ¢Cual es el efecto sobre la respuesta media por unidad de cambio en x, cuando x, =
2?

b) ;Cual es el efecto sobre la respuesta media por unidad de cambio en x, cuando x, =
1?
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14.4. Mediante el empleo de los datos de Prater, ajlstense, todos los modelos lineales que

14.5.

14.6.

incluyanséloax, yax, e ilastrese el pnncxplo de la suma de cuadrados extra mediante
el calculo de lo siguiente: o R

a) Las tablas de analisis de varianza corrwpondlentes
b) SCR(x; | x) y SCR(x, | x3).
¢) Las pruebas F parciales apropiadas.

Una agencia desea estimar los gastos en alimentacion de una familia con base en el
ingreso y su tamafio. Los datos que se encuentran en la tabla 14.28 representan los gas-
tos de alimentacion por mes Y en miles de dolares, contra el ingreso mensual x. y el ta-
mailo de la familia x, para 15 familias que se seleccionaron al azar en cierta localidad
geogratica.

TABLA 14.28 Datos de la muestra
para el ejercicio 14.5

Y X X2
0.43 2.1 3
0.31 1.1 4
0.32 0.9 5
0.46 1.6 4
1.25 6.2 4
0.44 2.3 3
0.52 1.8 6
0.29 1.0 5
1.29 8.9 3
0.35 2.4 2
0.35 1.2 4
0.78 4.7 3
0.43 3.5 2
0.47 29 3
0.38 1.4 4

a) Ajustense todos los modelos lineales que abarcan a x, y/0 x,, ¢ interprétense los
coeficientes de regresion estimados.

b) Pruébese la hipotesis nula Hy: 8, = 8, = 0.

c) Calcilese SCR (x, | x;) y SCR (x, | x;) y llevense a cabo las pruebas F parciales
apropiadas.

d) Calcilese e interprétese el coeficiente de correlacion maltiple R’

e) Con base en los resultados anteriores, decidase cual es la mejor ecuacion para pre-
decir el gasto de alimentacion y empléese para estimar el gasto promedio mensual en
alimentacion para una familia de cuatro personas con un ingreso mensual de
$2 500. Determinese un intervalo de confianza del 98% para esta cantidad.

Con respecto al ejercicio 14.5 hagase lo siguiente:

a) Para la regresion que comprende, tanto a x, como a x_, efectiiense las pruebas indi-
viduales ¢ para los coeficientes de regresion 8; y 8,. Usese « = 0.05.

b) Determinense intervalos de confianza de 95% para B, y 8, y formulense las conclu-
siones apropiadas.

H
i
i
!



14.7.

14.8.

14.9.

Ljercicios D00

Mediante el uso de los datos del ejercicio 14.5, constriyase un modelo lineal general
que abarque tanto a x, como a x, en forma matricial; identifiquense todas las matrices
y obténganse las ecuaciones normales. ,

En muchas agencias gubernamentales y compaflias privadas el problema de identificar
aquellos factores que son importantes para predecir la aptitud para ¢l trabajo de los as-
pirantes a obtener un ejemplo constituye un proceso continuo. El procedimiento usual

. es el de aplicar al solicitante un conjunto de prugbas apropiadas y tomar las decision de

contratarlo o no con base en los resultados de éstas. El asunto clave es conocer a priori
qué pruebas pueden predecir la aptitud para el trabajo de una persona. Supbngase que
el personal de una compafiia muy grande ha desarrollado cuatro pruebas para una
determinada clasificacion con respecto al trabajo. Estas pruebas se aplicaron a 20 indi-
viduos que fueron contratados por la compaiiia. Después de un periodo de dos afios,
cada uno de estos empleados se clasifica de acuerdo con su aptitud para el trabajo. La
puntuacion para la aptitud hacia el trabajo Y y la correspondiente a cada una de las
cuatro pruebas x,, x;, x3, X4 se dan en la tabla 14.29.

TABLA 14.29 Datos de la muestra para el ejercicio 14.8

Empleado Y X X X3 X,
1 94 122 121 96 89
2 71 108 115 98 78
3 82 120 115 95 90
4 76 118 117 93 95
5 111 113 102 109 109
6 64 112 96 -9 88
7 109 109 129 102 108
8 104 112 119 106 105
9 80 115 101 95 88

10 73 111 95 95 84
11 127 119 118 107 110
12 88 112 110 100 87
13 99 120 89 105 97
14 80 117 108 9 100
15 99 109 125 108 95
16 116 116 122 116 102
17 100 104 83 100 102
18 96 110 101 103 103
19 126 117 120 113 108
20 58 120 77 80 74

a) Utilicese la rutina PROC GLM de SAS (o algin otro paquete comparable) para
ajustar la regresion lineal de Y sobre x,, x,, x3 ¥ Xs.

b) Con base en el listado de la computadora que se obtiene en la parte g, preparese una
tabla de analisis de varianza mostrando todas las posibles pruebas F parciales.

¢) Interprétense los coeficientes de regresion estimados y el coeficiente de correlacion
maultiple.

Empléense los datos del ejercicio 14.8 para hacer lo siguiente:

a) Obténganse todas las posibles ecuaciones de regresion, y para cada una calculese la
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14.10.

14.11.

suma de los cuadrados de los errores, el cuadrado medio del error, el valorde C, y el
valor R? (véase el ejercicio 14.12). =

b) Demuestrese que la regresion por pasos y el procedumento de elumnaclon hacia
atras proporcionan los mismos resultados para la mejor ecuacion de prediccion.

~ ¢) Con base en los resultados anteriores, dedazcase la mejor ecuacion de prediccion y

~ empléese para estimar la aptitud para el trabajo de un individuo que tiene las si-
guientes puntuaciones, en las pruebas: x, = 105, x, = 110, x; = 99, y x, = 107.
Obténgase un mtervalo de prediccion del 95% para esta cantidad. '

De manera reciente, se ha dirigido el interés hacia el desarrollo de métodos mas rapidos
y econbmicos para vigilar la concentracidn de sedimentos y contaminantes en los re-
cursos acufferos de cierta nacion. Para los encargados de vigilar el medio ambiente, el
interés principal recae en la necesidad de cuantificar los valores de concentracion en
¢l agua con base en datos de percepcion rémota. El uso de las técnicas de percepcion re-
mota para vigilar distintos parametros que miden la calidad del agua parece ser promete-
dor. Un tipo de sistema de percepciOn remota es la variedad pasiva el cual depende, en
forma tGnica, de la radiacion de sol como fuente de energia y mide el flujo total de radia-
cion emitido por el sistema agua-atmoOsfera. Una componente muy grande de este flujo
de radiacion es el flujo de luz emitido por el agua, el cual, bajo condiciones normales,
es una funcién de los constituyentes que se encuentran presentes en el agua. Para medir
el espectro de esta radiacion se encuentran disponibles un gran namero de sistemas de
rastreo multiespectral. Sin embargo, cada sistema tiene diferentes localizaciones de las
bandas y anchos diferentes.

Se piensa que un cambio en la concentracion de un contaminante causara un cam-
bio en el valor del flujo de radiaciones, es decir, si se conocen los valores de la radiacion
para diferentes bandas espectrales, entonces es posibles predecir la concentracion de un
contaminante en una fuente de agua dada. El problema reside en el hecho de identifi-
car, de entre todas las bandas, cual es la que puede predecir la concentracion del conta-
minante. En una tesis doctoral reciente, Whitlock* obtuvo datos reales de percepciobn
remota proporcionados por un laboratorio, bajo condiciones controladas, que empled
cinco bandas y varios constituyentes, entre ellos el sedimento del feldespato. Los datos
de la muestra se proporcionan en la tabla 14.30.

a) Empléense las cinco bandas como variables de prediccion y las concentraciones de
feldespato como la respuesta, para ajustar un modelo de regresion lineal.

b) Calclilese la matriz de correlacion para las cinco bandas de radiacion. Interprétese
el resultado.

¢) Usese la regresion por pasos y el procedimiento de eliminacion hacia atras, para de-
terminar el mejor conjunto de variables de prediccion. ;Son los resultados idénticos?

d) Con base en los resultados anteriores, analicese cualquier aspecto que se considera
evidente con respecto a este problema y que sirva para decidir por una ecuacioén de
prediccion adecuada.

En la seccion 14.5 se mencion6 que el valor de R® aumenta conforme se afiaden mas
términos a la ecuacion de regresion debido a que SCE siempre disminuye al sumar
mas términos y STC siempre permanece constante. Es por esta razon que se sugiere una
medida alternativa que tome en cuenta el namero de términos que figuran en el modelo.

* Charles H. Whitlock, tesis doctoral, Universidad Old Dominion, mayo, 1977.
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TABLA 14.30 B Datos de la muestra para el ejercicio 14.10

Concentracion ' ‘ Bandas de radiacion
Y de feldespato. . x, . . - X . £ LXx, Xs
17 0.297 0310 0.290 0.220 0.156
N 17 " 0.360 0.390 0.369 0.297 0.205
35 . 0075 0058 0.047 0.034 0.023
60 0114 0.100 0.081 0.058 0.042
69 0.229 0.213 0.198 0.142 0.102
173 0.315 0.304 0.267 0.202 0.147
- 173 0.477 0.518 . 0.496 0.395 0.285
17 0.072 0.063 0.047 0.036 0.024
17 0.099 0.092 0.074 0.056 0.038
73 0.420 0.452 0.425 0.332 0.235
17 ~ 0.189 0.178 0.153 0.107 0.076
35 0.369 0.391 0.364 0.286 0.200
69 0.142 0.174 0.105 0.077 0.056
35 0.094 0.087 0.072 0.049 0.032
35 0.171 0.161 0.145 0.094 0.068
52 0.378 0.420 0.380 0.281 €.200

Esta medida recibe el nombre de coeficiente de correlacién multiple ajustado y se defi-
ne por

» _ . _ [n—1)SCE
Ra=1 (n—p)STC

donde p es el nimero de términos que contiene el modelo, incluyendo al término cons-
tante. Use la informacion que se encuentra en la tabla 14.10 para demostrar que el
coeficiente de correlacion miltiple ajustado para una regresion lineal que contiene a
X;, Xz, Y X3 es mas pequeila que la de la ecuacion que solo contiene a x; y a x;.

Empléese la ecuacion de regresion estimada en el ejercicio 14.9, parte a, que incluye sdlo
a x,,x;, ¥ x4 para calcular los residuos estandarizados. Entonces, grafiquense
contra los valores correspondientes de x,. Expliquese el resultado.

Usese la ecuacion de reduccion simple estimada del eje. 13.14; calcilense y grafiquense
los residuos estandarizados frente al producto anual bruto (PAB) X. ;Qué se puede
concluir? Ajistese una nueva ecuacién de reduccion, como lo sugiere la grafica resi-
dual, para demostrar el riesgo de la extrapolacion al estimar el pago de los impuestos
porcentuales si el PAB es $ 250 000.

Empléese la ecuacion estimada de regresion lineal simple obtenida en el ejercicio 13.13
para calcular y graficar los residuos estandarizados contra los afios de experiencia. Ob-
téngase una nueva ecuacion de regresion, calcilense los nuevos residuos estandariza-
dos y de nuevo grafiquense contra x. ;Qué se puede concluir?

Los datos que se encuentran en la tabla 14.31 representan la temperatura atmosférica
promedio Y en enero para 50 estaciones climatologicas situadas en el estado de Virgi-
nia, donde cada estacion se identifica por medio de su latitud X, longitud x, ¥ altitud x,.
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Estacion

numero Y x Xz X
1 37.9 37.35 79.52 975
"2 28.7 38.52 78.43 - 3535
3 38.3 37.08 77.95 - 440
4 37.3 37.53 79.68 870
5 31.5 37.08 81.33 3300
6 : 35.0 37.38 80.08 1890
7 36.0 38.03 78.52 870
8 37.4 36.83 79.37 700
9 40.4 37.28 75.97 11
10 35.8 31.77 78.15 300
11 353 38.47 78.00 420
12 33.2 38.45 78.93 1400
13 39.3 36.58 79.38 410
14 41.3 36.90 76.20 25
15 34.7 38.45 77.67 300
16 38.0 37.33 78.38 450
17 34.2 36.93 80.30 2600
18 35.4 38.30 77.47 100
19 35.7 37.37 80.87 1524
20 39.7 36.68 76.78 80
21 40.5 37.30 77.30 40
22 31.6 38.00 79.83 2238
23 40.0 37.08 76.35 10
24 36.1 37.78 79.43 1060
25 34.1 39.12 77.72 500
26 36.1 38.03 78.00 420
27 33.9 38.67 78.38 1200
28 36.6 37.33 79.20 916
29 37.1 36.70 79.88 760
30 28.6 38.42 79.58 2910
31 29.3 39.07 77.88 1720
32 37.4 37.70 78.30 300
33 40.5 36.90 76.20 2
34 38.9 37.58 75.82 300
35 34.4 36.75 83.03 1510
36 35.3 38.50 77.32 12
37 37.5 37.50 77.33 164
38 36.4 37.32 79.97 1149
39 35.0 36.88 81.77 1735
40 34.0 38.15 79.03 1385
41 33.3 38.65 78.72 1000
42 38.6 37.65 76.57 25
43 37.5 37.75 77.05 50
44 36.2 37.85 75.48 9
45 32.1 38.95 77.45 291
46 35.6 38.85 77.03 10
47 39.3 37.30 76.70 70
48 33.7 39.20 78.17 760
49 34.4 38.88 78.52 887
50 34.4 36.93 81.08 2450

* Fuente: Monthly normals of temperature, precipitation
and heating and cooling degree days 1941-70, No. 81,
NOAA, U. S. Department of Commerce.
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a) Ajistese un modelo de regresion de segundo orden completo y llevense a cabo los
analisis apropiados sobre sus resultados. ;- -, - ; ot ;

b) Usense los medios apropiados para evaluar si todos los temunos que aparecen enla
ecuacion estimada de regresion deben retenerse. Si no es asi, proporcionense argu-
mentos suficientes para la eleccién de una ecuacién de predicciébn adecuada.

Los datos dé a tabla 14.32 representan la tasa de cnmenes Y por cada 100 000 habitan-

“tes para los 48 estados de Estados Unidos y algunas variables de prediccion potenciales

como el porcentaje de poblacion urbana x,, el porcentaje de la poblacion minoritaria
X,, la tasa de desempleo x;, el porcentaje de la poblacién que tiene cuatro o mas aitos
de educacion x, y la regidn geografica x,.

a) Empléese un procedimiento de regresion por pasos para obtener el mejor conjunto
de variables de prediccion por incluir en un modelo lineal.

b) Para la mejor ecuacion de prediccion, calctlense los residuos estandarizados y
grafiquense contra las regiones. ;La dispersion de estos residuos es esencialmente
igual para todas las regiones? Si no es asi obténganse los pesos para cada region
mediante el empleo del procedimiento sugerido en la seccion 14.8 y después utilicese
el método de minimos cuadrados con factores de peso para obtener las estimaciones
de los coeficientes de regresion del mejor conjunto de variables de prediccion.
Comparense los resultados con los que se obtienen al emplear el metodo ordinario
de minimos cuadrados.

Emplénse los datos del ejercicio 14.16 para obtener la matriz de correlacion para todas
las variables potenciales de prediccion y la respuesta. ;Cuales variables de prediccion
son las que tienen mayor correlacion con la respuesta? ¢Esta este resultado de acuerdo

“con la parte a del ejercicio 14.16? ¢Existen otras variables de prediccion que se en-

cuentren muy correlacionadas? Coméntese en términos del problema de la
multicolinealidad.

Se cree que los salarios Y, en miles de dolares, para los profesores de cierta universidad
por afio académico estan influenciados por tres variables: los afios de experiencia en
la ensenanza X el rango académico X,y la disciplina X, Los datos que figuran en la
tabla 14.33 provienen de una muestra aleatona de 18 profesores de esta universidad.
Los rangos académicos se identifican por un | para profesor asistente, 2 para profesor
asociado y 3 para profesor titular. Las disciplinas se identifican mediante un 1 para
ciencias, 2 para humanidades, 3 para artes y 4 para finanzas.

a) Definanse las variables indicadoras para el rango y la disciplina. Entonces, ajustese
un modelo lineal con el salario como la respuesta, los afios de experiencia en la ense-
fanza, como la variable cuantitativa y las variables indicadoras representan el ran-
go académico y la disciplina.

b) Interprétense los coeficientes de la regresion estimada.

¢) Ajustese un modelo lineal que incluya todos los términos que contienen productos
cruzados entre las variables indicadoras y x,. Llévese a cabo un analisis completo
sobre esta ecuacion de regresion y obténganse las conclusiones adecuadas.

d) Para cada disciplina y rango académico, grafiquese la ecuacion de regresion estima-
da obtenida en la parte ¢ como una funcién de x,.
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ara el ej

TABLA 14.32 Datos de la muestra pi ercicio-14.16 i
- e o . Vel T At e e A
gy Egtado Y "xl R “l"""xzﬂ [RERREA- B X3 1y X 3 Xs
1 14.2 58.4 25.8 7.4 10.2 6
2 9.5 79.6 ‘92 .98 15.7 -8
3 8.8 50.0 18.4. - 6.6 ‘91 6
4 11.5 90.9 12.0 8.2 16.8 8
5 6.3 78.5 - 4.7 56 19.4 7
6 4.2 77.4 6.6 7.1 18.3 1
7 6.0 72.2 15.2 8.9 15.5 2
8 10.2 80.5 14.9 9.0 13.7 5
9 11.7 60.3 26.5 6.9 12.3 5
10 5.5 54.1 1.8 6.3 13.5 7
11 99 83.0 14.7 6.5 13.7 3
12 7.4 64.9 7.6 5.7 11.0 3
13 2.3 57.2 1.6 4.0 12.8 4
14 6.6 66.1 5.6 4.0 14.6 4
15 10.1 523 7.5 4.6 10.0 6
16 15.5 66.1 30.2 7.0 11.5 6
17 2.4 50.8 0.7 8.9 13.6 1
18 8.0 76.6 21.1 6.8 18.6 2
19 3.1 84.6 43 9.5 16.8 1
20 9.3 73.8 12.5 8.2 12.6 3
21 2.7 66.4 2.0 59 13.2 4
22 14.3 44.5 36.4 7.4 11.5 6
23 9.6 70.1 11.2 6.2 11.8 4
24 54 53.4 4.8 6.2 14.2 7
25 39 61.5 38 5.0 12.8 4
26 15.8 80.9 8.3 9.0 13.1 8
27 3.2 56.4 0.7 6.4 15.3 |
28 5.6 88.9 12.8 9.4 14.9 2
29 8.8 69.8 9.8 7.8 15.3 8
30 10.7 88.9 14.6 9.1 16.0 2
31 10.6 45.0 23.1 6.2 11.8 5
32 0.9 443 33 5.5 12.2 4
33 7.8 75.3 10.1 7.8 11.5 3
34 8.6 68.0 11.3 5.0 11.7 6
35 4.9 67.1 3.0 9.5 15.4 7
36 5.6 71.5 9.4 7.9 11.9 2
37 3.9 87.1 3.7 8.6 14.9 1
38 11.9 47.6 31.2 5.0 10.4 5
39 2.0 44.6 6.1 3.6 11.4 4
40 10.1 58.7 15.9 6.0 10.5 6
41 13.3 79.7 13.1 5.7 13.7 6
42 3.5 80.4 2.5 5.3 17.5 7
43 1.4 32.2 0.8 8.0 15.6 ]
44 9.0 63.1 19.5 5.6 16.4 5
45 4.3 72.6 5.1 8.8 16.1 7
46 6.0 39.0 3.9 7.5 9.2 5
47 2.8 65.9 3.9 4.5 12.7 3
48 5.4 60.5 3.1 3.6 14.5 7

Fuente: World almanac, 1979
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TABLA 14.33 Datos de la muestra para el ejercicio 14.18

Y Xy X2 X3
25.7 10 1 2
188 - 4 1 -1 :
18.6 5 1 3
21.8 13 2 3
26.3 4 1 4
29.4 24 3 3
28.6 7 2 2
34.5 12 3 4
243 1 2 1
21.2 6 1 3
28.8 6 | 4
4.7 - 4 1 2
32.4 12 3 2
33.4 20 3 1
27.4 it 2 1
298 6 2 4
314 11 2 4
217 8 2 3




CAPITULO QUINCE

Métodos no parametricos

15.1 Introduccion

Los procedimientos inferenciales que hasta este momento se han estudiado, con ex-
cepcion de los limites de tolerancia independientes de distribucion analizados en el
capitulo 8, y de la estadistica de Kolmogorov-Smirnov, presentada en el capitulo 10,
necesitan de la especificacion de una distribucion para la poblacion de interés. Por
ejemplo, el procedimiento del analisis de varianza se hace posible al asumir que las
observaciones provienen de distribuciones normales. De esta forma, la mayor parte
de los procesos inferenciales que se han presentado representan estimaciones con
respecto a los parametros de la poblacion de interés. Por esta razén, este tipo de in-
ferencias reciben el nombre de métodos paramétricos.

Para muchos de los métodos inferenciales que se han examinado se ha hecho un
intento por determinar su robustez, y en muchas ocasiones se ha encontrado que los
métodos son razonablemente robustos con respecto a las distribuciones supuestas.
No obstante, en general los métodos paramétricos son mas sensibles a las suposi-
ciones para muestras de tamafio pequeflo y, para muchos de ellos, su aplicacion se
encuentra limitada a aquellas observaciones que tienen un caracter cuantitativo, es
decir, se supone que lo que se observa es una cantidad numerica continua como el vo-
lumen de ventas semanal, la cantidad de cierta sustancia que se vacia en un recipien-
te, la resistencia de una muestra de metal y otros mas.

Las observaciones de tipo cuantitativo se definen, en forma general, sobre un in-
tervalo o sobre una escala de proporciones. Las mediciones que se definen en una es-
cala de intervalo se pueden distinguir y ordenar en forma numérica, y sus diferencias
son significativas. Un ejemplo clasico de una escala de intervalo es aquel que incluye
la medicion de la temperatura. Puede escogerse entre registrar la temperatura en gra-
dos Celsius (para los cuales el punto de congelacién del agua es de 0°C) o en grados
Fahrenheit (para los que el punto de congelacion es de 32°F). De esta forma el ori-
gen de las escalas es diferente, pero el significado de la diferencia entre 10°C y 15°C
es el mismo que tiene la diferencia entre 20°C y 25°C.

Si una medicion reune los requisitos de una escala de intervalo y ademas tiene un
verdadero punto de origen, entonces la medicién se define sobre una escala de pro-
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_ porciones. Por ejemplo, las alturas, los pesos, las resistencias y otros se encuentran
definidos sobre una escala de proporciones ya que tienen verdaderos puntos cero,
sin importar la unidad de medicién. Las escalas de intervalo y de proporcibn son
verdaderamente cuantitativas. Para la mayor parte de los métodos paramétricos que
se han presentado, como son la construccién de intervalos de confianza, la prueba de
hip6tesis estadisticas y el ajuste de ecuaciones son aplicables a todas aquellas obser-
vaciones que se encuentran definidas, por lo menos, sobre una escala de intervalo.

Sin embargo, en muchas situaciones lo que se observa tiene un caracter cualitati-
vo (no cuantitativo) y, por lo tanto, no puede definirse sobre una escala de intervalo o
de proporciones. Tales situaciones se encuentran con frecuencia en las ciencias so-
ciales y en las encuestas de mercado. Por ejemplo, no es probable que al evaluar las
preferencias del consumidor con respecto a una bebida, se adhieran a una escala nu-
meérica significativa, incluso si se le pidiese al consumidor su opinién con respecto a
la bebida en una escala de cinco puntos, donde 1 y § pueden representar reacciones
muy rnogativas 0 muy positivas, respectivamente, la escala es arbitraria. En otras pa-
labras, los nimeros no tienen ningin significado fisico mas alla que el de representar
con un nimero mas grande la respuesta mas favorable para la bebida.

. Las observaciones de este tipo pueden definirse sobre una escala ordinal, dado
que la distancia entre dos puntos no es de consecuencia y solo es importante el orden
o rango de los numeros. En algunas ocasiones, las observaciones solo pueden defi-
nirse sobre una escala nomina/ debido a que se emplea, ya sea un nombre (simbolo) o
un nimero para clasificar una caracteristica de interés, pero el principio de orden no
es de consecuencia. Por ejemplo, las personas pueden clasificarse de acuerdo con su
sexo. Pueden emplearse los simbolos M y H o utilizar nimeros como 122 y 48 para
denotar mujer u hombre. Las observaciones que se definen sobre escalas nominales
son mediciones con pocas propiedades.

Se han desarrollado procedimientos inferenciales que no se encuentran sujetos a
la forma de la distribucién de la poblacion de interés y no requieren, en forma nece-
saria, que las observaciones se definan por lo menos en una escala de intervalo. Es-
tos procedimientos inferenciales se conocen como métodos no paramétricos. Dado
que estos métodos no necesitan que se especifique la forma de la distribucién de la
poblacion de interés, también se conocen como métodos independientes de la distri-
bucion (recuérdese, por ejemplo, los limites de tolerancia independientes de la
distribucion estudiados en el capitulo 8). En un sentido relativo, los métodos para-
meétricos requieren de pocas suposiciones y, la mayor parte de las veces, son mas fa-
ciles de aplicar que los procedimientos paramétricos que se han presentado en los
capitulos anteriores; ademas, los métodos no paramétricos pueden aplicarse en
aquellas situaciones para las que las observaciones se definen, por lo menos, en una
escala de intervalo y, en ocasiones, sobre escalas nominales. Pero si las observa-
ciones se definen por lo menos en una escala de intervalo y la distribucién de la
poblacion de interés es normal, los métodos no paramétricos son menos eficientes
comparados con los procedimientos paramétricos que se basan en la suposicion de
normalidad.

Se han desarrollado muchos métodos paramétricos en los que se han incluido
procedimientos de analisis de varianza y de regresion. Las referencias citadas al final
del capitulo proporcionan un panorama completo de todos los métodos no para-
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meétricos. El prop6sito de este capitulo radica s6lo en introducir los conceptos basi-
cos y presentar, algunos métodos que son; en forma especial, Gtiles. Estos procedi-
mientos no paramétricos son. comparables; con los métodos paramétricos para la
prueba de: hip6tesis con respecto-a las medias de dos distribuciones normales inde-
pendientes (seccion 9.6.2), la prueba de hip6tesis con respecto a las medias para ob-
servaciones igualadas (seccién 9.6.4), experimentos unifactoriales en disefios y en
bloque completamente aleatorios (seccion 12.4 y 12.5) y correlacion lineal (seccion
13.8). ~ ~ :

15.2 Pruebas no parameétricas para comparar dos poblaciones
con base en muestras aleatorias independientes

En la seccién 9.6.2 se consider6 el problema de comparar las medias de dos distribu-
cion:s ¢ 'ando se supone que son normales. En esta seccién se analizaran dos proce-
dimientos no paramétricos para comparar las distribuciones de dos poblaciones: la
prueba U de Mann-Whitney y la prueba de tendencias de Wald-Wolfowitz. La (nica
suposicion necesaria para su aplicacion es que las distribuciones de interés sean conti-
nuas. De acuerdo con lo anterior, se supondra que X, X;, ..., X,ll yY, Y, oy ¥,
son muestras aleatorias independientes de dos poblaciones con distribuciones continuas.

15.2.1 Prueba de Mann-Whitney

Dadas muestras aleatorias independientes de dos poblaciones, considérese la prueba
de la hip6tesis nula de que las poblaciones tienen la misma distribucién. La hipotesis
puede establecerse como

Hy: filx) = fi(y), . (15.1)

donde fi(x) y f(y) son las correspondientes funciones de densidad de probabili-
dad. La hipotesis alternativa puede ser uni o bilateral. La hip6tesis alternativa bila-
teral establece en forma sencilla que las distribuciones no son las mismas. Pero la hi-
potesis alternativa s6lo implica un desplazamiento en la tendencia central de una
distribuciéon con respecto a la otra y no sugiere una diferencia en la forma o en la
dispersion. En otras palabras, al igual que para el procedimiento ¢ de Student, se
supone que las distribuciones tienen la misma forma y dispersion.

Un procedimiento popular no paramétrico para probar la hipotesis nula dada
por (15.1) es la prueba U de Mann-Whitney.* Esta prueba es el equivalente no para-
meétrico de la prueba ¢ de student para dos muestras estudiada en la seccion 9.6.2. La
prueba de Mann-Whitney se basa en una combinacion de las n, y n, observaciones
para formar un solo conjunto de n, + n, observaciones arregladas en orden cre-
ciente de magnitud. Entonces se asigna un rango a cada observacion en la secuencia
ordenada que comienza con un rango 1 y termina con un rango n, + n,. Si las
muestras aleatorias provienen de poblaciones que tienen la misma distribucion, se
espera que los rangos se encuentren lo suficientemente dispersos cuando se observa

* Este procedimiento es, en forma esencial, igual a la prueba de Wilcoxon de la suma del rango.
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en qué muestra se encuentran las observaciones. De otra forma, debe esperarse que
los rangos de las observaciones en cada muestra se encuentren muy -agrupados
en los extremos. En esencia, la estadistica de Mann-Whitney determina cuando un
agregado de rangos observados es suficiente para concluir que las dos miiéstrag‘alés:
torias provienen de poblaciones cuyas distribuciones difieren en la tendencia central.
~_ Para implementar el procedimiento se obtiene la suma de los rangos-asociados
- con las observaciones de una de las dos ml}&stras, por ejemplo la muestra 1, la cual
se escoge en forma arbitraria. Dendtese esta suma por R,. Entonces la estadistica U
de Mann-Whitney esta dada por

n(n, + 1) 3

5 R,. " (15.2)

U=nmn, +

La estadistica U cs una funcién de la variable aleatoria R, y de los tamafios de las
muestras n, yn,.Si H, es cierta, la ocurrencia de cualquier orden particular para
las observaciones en el conjunto combinado es equiprobable. Por lo tanto, bajo H,
R, es la suma de n, enteros positivos seleccionados en forma aleatoria de entre los pri-
meros n, + n,. De acuerdo con lo anterior, puede determinarse que

ER,) = ny(n, + n, + 1)/2, (15.3)
Var(R) = mnyn, + ny + D/12. (15.4)
De (15.2) sigue que
EWU) = nn, + W — E(R)) = niny/2, (15.5)
y
Var(U) = Var(R)) = ninyfn, + n, + 1)/12. (15.6)

Se ha determinado y tabulado la distribucién exacta de U. Se invita al lector a
que consulte [1] y {2] para conocer los detalles. Para una hipo6tesis alternativa bilate-
ral, es probable que se rechace H, si se obtiene un valor muy grande o muy pequefio
de U. Lo anterior ocurrira cuando el valor de R, es muy grande o muy pequeiio, res-
pectivamente. Sin embargo, cuando tanto n, y n, son mayores de 10, la distribucion
de U se encuentra, en forma adecuada, aproximada por una distribucion normal con
media y varianza dadas por (15.5) y (15.6), respectivamente, es decir, bajo H, la va-
riable aleatoria

_U-EV)
\/Var(U)

es aproximadamente N (0, 1) para valores grandes de n, y n,.

Debe notarse que a pesar de que no pueden ocurrir empates en la practica desde
un punto de vista teorico, esto ocurre en muchas ocasiones. Cuando ocurre un em-
pate en la secuencia ordenada, se sugiere asignar el promedio de los rangos a las ob-
servaciones para las cuales ocurre el empate. Por ejemplo, supongase que las obser-
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vaciones octava y novena en la secuencia ordenada son las mlsmas Entonces a cada
una de estas observac1ones se les as1gna un rango de 8. 5 L ,

RIS L P , 1S RAREPRRCRN N
E]cmplo 15.1 Se sospecha que una compama llevaa cabo una politlca de dlscnmn-
nacioén, con respecto al sexo, en los salarios de sus empleados. Se seleccionaron 12
empleados.masculinos y 12 femeninos de entre los que tienen responsabilidades y ex-
periencia similares en el trabajo; sus salarios anuales en miles de délares son los si-
guientes: : : co

] ey

Mujeres | 225 19.8 20.6 247 232 19.2 18.7 209 21.6 23.5 20.7 21.6
Hombres | 219 21.6 22.4 240 241 234 212 239 2.5 245 23 236

(Existe alguna razén para creer que estas muestras aleatorias provienen de pobla-
ciones con diferentes distribuciones? Usese @ = 0.05.

Se combinan los salarios de las dos muestras para formar un solo conjunto de 24
salarios anuales. Entonces se ordenan los salarios y se les asigna un rango de la si-
guiente manera:

Sexo M M M H M M M H H M M H
Rangodel| 187 19.2 19.8 20.5 20.6 207 209 21.2 21.6 21.6 21.6 21.9
salario 1 2 3 4 5 6 7 8 10 10 10 12
Sexo H H F M H M H H H H H M
Rangodel! 22.3 224 225 232 234 235 23.6 239 240 24.1 245 24.7
salario 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

Para obtener la suma de los rangos se seleccionara la muestra de mujeres. De esta
forma la:suma de los rangos es

1 +2+3+5+6+7+10+10+15+16+ 18 +24 =117,

y el valor de la estadistica U de Mann-Whitney es

— 117 = 105.

u = (12)(12) + 12(213)

Dado que E(U) = (12)(12)/2 = 72 y Var(U) = (12)(12)(25)/12 = 300, median-
te el empleo de la aproximacion normal,
= (105 — 72)//300 = 1.91

es un valor de una variable aleatoria normal estandar. Para o« = 0.05, los valores
criticos son *1.96. Por lo tanto, no puede rechazarse la hipotesis nula de que las
muestras aleatorias provienen de poblaciones con distribuciones idénticas.
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_15.2.2 « Prugba de tendencias de Wald-Wolfowitz

Otro método no parametrico que compara las distribuciones de dos poblaciones con
base en muestras aleatorias independientes es la prueba de tendencias de Wald-
Wolfowitz. Para esta prueba, la hipotesis nula es que las dos muestras aleatorias pro-
vienen de poblaciones que tienen distribuciones idénticas, pero a diferenca de la
prueba U de Mann-Whitney, no sugiere una diferencia sélo en la tendencia central;
es decir, la hip6tesis alternativa en la prueba de Wald-Wolfowitz es mucho més
amplia. Esta establece simplemente que las distribuciones difieren en algiin aspecto
como en la tendencia central, en la dispersién o la asimetria.

Al igual que en la prueba de Mann-Whitney, las observaciones en las dos
muestras aleatorias se combinan y ordenan de acuerdo con sus magnitudes. Pero en
lugar de considerar los rangos, el procedimiento de Mann-Wolfowitz busca el niime-
ro de tendencias en la secuencia ordenada.

Definiciéon 15.1 Se define una tendencia de longitud j como una secuencia de j ob-
servaciones, todas pertenecientes al mismo grupo, que se encuentran, ya sea precedi-
das o seguidas por observaciones que pertenecen a un grupo diferente.

" Como ilustracion, recuérdese la secuencia ordenada del ejemplo 15.1. La secuen-
cia ordenada de acuerdo con el sexo de los empleados es la siguiente:

F F FMFFFMMFT FM
MMFFMFMMMMMEF

Para el sexo del empleado, la secuencia ordenada exhibe tendencias de M y H. En
particular, la secuencia comienza con una tendencia de longitud tres, seguida por
una tendencia de longitud uno, seguida por otra de longitud tres, y asi consecutiva-
mente. El nimero total de tendencias en esta secuencia es de 11.

Si la hipotesis nula de que las distribuciones son idénticas es cierta, las observaciones
de las dos muestras en la secuencia ordenada deben encontrarse bien mezcladas, produ-
ciendo de esta forma un nimero grande de tendencias. Pero si las distribuciones de inte-
rés difieren en algan aspecto, es probable que la secuencia ordenada contenga tendencias
de corta longitud obteniéndose de esta forma un niimero total de tendencias pequeiio.

Sea R el nimero total de tendencias observadas en una secuencia ordenada de
n; + n, observaciones, donde n, y n, son los respectivos tamailos de las muestras.
Los posibles valores de R son 2, 3, ..., (n, + n,). Puede demostrarse que la fun-
cion de probabilidad de R esta dada por

( o M - 1 n, — 1
r/2 —1/\r/2 — 1
r par,
(nl + n2>
m (15.7)
n — 1 n, — 1 . n — 1 n, — 1
r/2 — 1/2/\r/2 = 3/2 r/2 = 3/2/\r/2 — 1/2

' n, + n,
\ "I

p(r) = 9

r impar.
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La media y la varianza de R son Co T

S Ne i ER)y = _2"_'"2._ + '1,§__ . . - (15.8)
€ : : : o - . . nl + nz P : i ‘. - ' N ;, \.~ “v‘
 VarR) = 2nnlnm - m - ) o ase

(ny + m) (my + np = 1)

Para probar H, con una probabilidad «, para el error de tipo I, debe encontrarse
un entero r, tal, que en la medida de lo posible

E° p(r) = a.

r=2
Se rechaza la hipétesis nula cuando el ntimero observado de tendencias es menor o
igual a r,. Notese que la region critica es una region unilateral inferior dado que se
rechaza H, cuando e! nimero de tendencias es bastante pequefio.

La distribucién acumulativa de R se encuentra tabulada en forma extensa; pero
si tanto n, como n, son mayores que 10, la distribucion de R se encuentra, en forma
adecuada, aproximada por una distribuciébn normal con media y varianza dadas por
(15.8) y (15.9), respectivamente. Como ilustracion, recuérdese el ejemplo 15.1. El nd-
mero observado de tendencias es 11, y para n, = n, = 12los valores de la media y
la varianza de R son 13 y 5.7391, r&pectlvamente Entonces, mediante el empleo de la
aproximacion normal, .

z= (11 — 13)/V/5.7391 = —0.83

es un valor de una variable aleatoria normal estandar. Para « = 0.05, se observa
que la hipétesis nula no puede ser rechazada.

En la aplicacion de la prueba de tendencias de Wald-Wolfowitz surge un proble-
ma muy serio cuando ocurren empates entre las observaciones que se encuentran en
grupos diferentes. Este problema se debe a que el niimero de tendencias depende de
cOmo se manejen los empates en la secuencia ordenada. El procesamiento que se su-
giere en estos casos es el de ordenar las observaciones empatadas en forma tal, que
sea lo menos favorable para el rechazo de H,. Pero si se tienen muchos empates, la
validez de la prueba de Wald-Wolfowitz es cuestionable.

Por causa de la naturaleza extensa de la hipotesis alternativa en la prueba de
Wald-Wolfowitz, ésta y la prueba de Mann-Whitney no son comparables. Si un in-
vestigador desea comparar las tendencias centrales de las distribuciones de dos
poblaciones y solo se tienen observaciones ordinales disponibles, la estadistica de
Mann-Whitney es el procedimiento no paramétrico mas poderoso para detectar dife-
rencias entre las tendencias centrales. Si se va a hacer una comparacién mas amplia,
la prueba de Wald-Wolfowitz es un procedimiento viable pero menos poderoso.

15.3 Pruebas no parameétricas para observaciones por pares

En la seccion 9.6.4 se consider¢ la comparacion entre las medias de dos tratamientos
cuando las observaciones se encuentran igualadas con el proposito de eliminar los
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‘efectosicausados por factores externos. En esta seccién se discutiran dos pruebas no
pa:amétricas que son equivalentes al procedimiento ¢ de Student de la seccion 9.6.4.

‘Estas son la prueba del szgno yla prueba de rangos y signos de Wzlcoxon
e mfi*" sy *»nm E' Jf Eu- SRR EO AN

15.3.1 La prueba del signo

"La prueba del signo se basa en los \Signos de las diferencias entre las
observaciones por pares de dos variables aleatorias X y Y. Sean (X,, Y)), (X2, Y3), ...,
(X., Y,) pares de n observaciones muestrales de las distribuciones de X' y Y,
donde se supone que éstas son continuas. En muchas ocasiones existe una relacion
natural entre X'y Y, por lo que X'y Y no necesitan ser independientes. Por ejemplo,
X'y Y pueden representar las respuestas de parejas de matrimonios.

Para cada par en el que X es mayor que Y se registra un signo (+) de otra forma
se registra un signo (). Dado que se supone que las distribuciones de X'y Y son con-
tinuas, en forma tedrica, no pueden ocurrir empates. Sea p la probabilidad de que X
sea mayor que Y. Entonces si la hip6tesis nula es que X'y Y tienen la misma distribu-

. cibn, el valor de p debe ser igual a 0.5. Sin embargo, debe notarse que p puede ser
" igual a 0.5, aun cuando las distribuciones de X'y Y no sean idénticas. Por lo tanto, y

en esencia, la hipotesis nula para la prueba del signo es

Ho: P = 0.5,

La cual puede probarse contra hipétesis alternativas, ya sean uni o bilaterales, lo cual
depende de lo que el investigador desee. Notese que si H,, es cierta, debe esperarse
que, en forma aproximada, la mitad de los n pares tengan signos +.

La estadistica para la prueba del signo, denotada por S, es el nimero de signos +
entre los n pares. Dado que bajo H, cada par constituye un ensayo independiente
con una probabilidad para el signo + de 0.5, la estadistica S tiene una distribucion
binomial con p = 0.5. De acuerdo con lo anterior, para n dado y p = 0.5, se emplea
la distribucion binomial para obtener las regiones criticas de tamaiio « para el error
de tipo I. Para valores grandes de n puede utilizarse la aproximacion normal de la
distribucion binomial, estudiada en la seccién 5.2.

Cuando ocurren empates al aplicar la prueba del signo, el procedimiento que se
recomienda seguir es el de ignorarlos y emplear la prueba solo para aquellos pares en
los que no ocurren empates. Este procedimiento puede representar un problema si se
tienen numerosos empates y el nimero original de pares es relativamente pequefio.

Ejemplo 15.2 Se seleccionaron al azar 10 parejas de recién casados, y se les pre-
gunto por separado, tanto al marido como a la esposa, cuantos hijos deseaban tener.
Se obtuvo la siguiente informacion.

Pareja | 1 2 3 4 56 7 8 9 10
Esposa X 3 2 I 0 0 i 2 2 2 0
3 2 2 0 2 i 3 1 2

Marido Y 2

Mediante el empleo de la prueba del signo, ¢existe alguna razon para creer que las
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esposas .desean menos hijos que sus esposos" Supongase un tamaﬂo maximo del

errordeltlpoldeOOS 2o AT R s IR v
SOOI IR I U R L R
Considérese la prueba de la h1potes1s nula :

Hy: p=05
contra la alternativa -
H]; p< 0.5.

Notese que debera rechazarse H,, si el namero de signos + es muy pequefio. Al res-
tar las respuestas de cada esposo de la de su esposa, y notando que las respuestas de
cinco de las parejas son las mismas, se obtiene el siguiente arreglo de signos + y —

Pareja | 1 2 3 4 6 7 8 9 10

Sgno | + - - - - 4+ - 4+ -

Existen tres signos + de manera tal, que el valor de la estadistica S es 3. Dado
que bajo H,, S es binomial conn = 10y p = 0.5, el valor p, o la probabilidad de
observar tres o menos signos +, se obtiene de la tabla A del apéndice y es

P(S = 3) = 0.2539.

Dado q'he 0.2539 es mayor que a = 0.05 la hipotesis nula no puede rechazarse. No-
tese que para este ejemplo el valor critico de S debe ser igual a uno si el tamafio maxi-
mo del error de tipo I es de 0.05.

15.3.2 Prueba de rangos de signos de Wilcoxon

La prueba del signo considera sélo las diferencias en el signo entre cada par de ob-
servaciones e ignora sus magnitudes. Si las observaciones se definen sobre una escala
ordinal, las magnitudes de las diferencias tienen poco valor. Pero si las observa-
ciones son magnitudes fisicas, la prueba del signo puede ignorar mucha informacion
debido a que no se toman en cuenta las magnitudes de las diferencias. La prueba de
rangos y de signos de Wilcoxon toma en cuenta tanto el signo como la magnitud de las
diferencias entre cada par de observaciones. Por lo tanto, para tener un buen ba-
lance, éste es el mejor método no paramétrico por utilizar para observaciones en pa-
rejas.

Para implementar la prueba de Wilcoxon, se obtienen las diferencias para los n
pares de observaciones. Entonces, se ordenan sin importar el signo y de acuerdo con
este orden se les asigna un rango, es decir, la diferencia mas pequeiia recibe un rango
uno y a la diferencia absoluta mas grande se le asigna un rango igual a 7. Entonces,
el signo de cada diferencia se une al rango de ésta. Los empates entre las diferencias
se manejan de la misma manera que en la prueba de Mann-Whitney, pero si una di-
ferencia es igual a cero, el procedimiento que se sugiere es omitir el par y ajustar n.

La estadistica de la prueba de Wilcoxon es la suma de los rangos positivos y se
denota por T, . Notese que T, contiene no s6lo informacion proporcionada por la
estadistica de la prueba del signo sino también informacion con respecto a la magni-
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tud relativa de las diferencias. Si la hipbtesis nula de que las observaciones en cada
par»proviene'n de distribuciones idénticas es cierta, la ocurrencia de cualquier secuen-
cia, en particular de los rangos y signos, es equiprobable de entre las 2, secuencias po-
sibles de signos + y —. Bajo la hipétesis nula, se espera que 7, tenga el mismo valor;
aproximadamente, que la suma de las magnitudes de los rangos negativos. Por lg
tanto, dependiendo de la naturaleza de la hipotesis alternativa, se rechaza H, cuando
se obsefva un valor de T, suficientemente grande o pequeito.
Se ha determinado y tabulado la distribucion exacta de T, . Sin embargo, al 1gual
que para algunas otras estadisticas, la distribucién de muestre de 7', se encuentra
aproximada, en forma adecuada, por una distribucién normal para » > 10, donde

ET.) = nn + 1)/4, (15.10)
Var{T,) = n(n + D2n + 1)/24. (15.11)

En otras palabras, la variable aleatoria

- T+ - E(T+)
\/Var(T,)

es aproximadamente N(0, 1) para valores grandes de n.

Ejemplo 15.3 De una clase de estadistica se seleccionan al azar 11 estudiantes y se
observan sus calificaciones en dos examenes sucesivos. Para las calificaciones dadas
en la tabla 15.1, utilicese la prueba de rangos y de signos de Wilcoxon para determi-
nar si el segundo examen fue mas dificil que el primero. Usese « = 0.1.

En la tabla se encuentran las diferencias (examen 1 — examen 2), rangos, y rangos
con signos para los 11 estudiantes. Dado que se desea determinar si el segundo exa-
men fue mas dificil que el primero, la hipbtesis alternativa es unilateral, y la region
critica se encuentra en el extremo superior de la distribucion de muestreo de T, es
decir, si el valor observado de la suma de los rangos positivos es grande, lo anterior

TABLA 15.1 Datos de la muestra para el ejemplo 15.3

Estudiante  Prueba | Prueba 2 Diferencia Rango  Rango con signo
1 94 85 9 8 8
2 78 65 3 10 10
3 89 92 -3 4 -4
4 62 56 6 7 7
5 49 52 -3 4 -4
6 78 74 4 6 6
7 80 79 1 | 1
8 82 84 -2 2 -2
9 62 48 14 11 11

10 ' 83 71 12 9 9
11 79 82 -3 4 -4
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implicaria tener calificaciones bajas, en forma suficnente, para el examen 2, y debe
rechazarse la hipOtesis nula de no diferencia. "

"La suma de los rangos positivos es-8 + 10 + 7 +6+ 1+ ll + 9 52.
Para n = 11, los valores de la.media y la varianza de T, son E(Ty) = 33y
Var(T,) = 126.5. Entonces, mediante el empleo de la aproximacion normal, -+

_s2-33
1265

= 1.69.

Paraa = 0.1, zo5 = 1.28, y por lo tanto se rechaza la hipbtesis nula.

-15.4 Prueba de Kruskal-Wallis para £ muestras aleatorias
independientes

Recuérdese el procedimiento paramétrico del analisis de varianza de la seccion 12.4,
en el que el interés radica en probar la hip6tesis nula

Hy: g = py = = py,

con base en k muestras aleatorias mutuamente independientes provenientes de
poblaciones cuyas distribuciones se suponen como normales. Se han desarrollado
métodos no paramétricos para, de manera esencial, el mismo proposito siempre que
por lo menos se encuentren disponibles mediciones ordinales y las distribuciones de
las poblaciones de interés sean continuas. Uno de estos métodos es el procedimiento
de Kruskal-Wallis, el cual prueba las hip6tesis nulas de que los efectos de los trata-
mijentos son los mismos, o que las kK muestras aleatorias provienen de poblaciones
con distribuciones idénticas.

Sean las observaciones de las k£ muestras aleatorias las dadas en la tabla 15.2,
donde n; es el tamafio de la j-ésima muestray N = Z%_,n; es el niimero total de
observaciones para todas las muestras.

La hipotesis nula puede establecerse como

H()=Lf(y) = =fly) (15.12)

donde fi(y), fo(¥), -, fi(y) son las correspondientes funciones de densidad de
probabilidad. La hipotesis alternativa puede ser general y establecer solo que las k

TABLA 15.2 Observaciones de k muestras aleatorias para la prueba de Kruskal-Wallis

Muestra
1 2 J k
Y, Y Y, Yo,
Yz ] Y‘) 2 YZ j Yz k
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distribuciones no son idénticas. Sin embargo, la prueba de Kruskal-Wallis es sen-
sible a las diferencias en tendencia central y es muy dtil cuando se sospecha que las
distribuciones de interés difieren s6lo en ese aspecto. De acuerdo con lo anterior, el

* procedimiento de Kruskal-Wallis se considera, en general, como una extenslbn dela
'prueba U, de Mann-Whitney.

Al igual que en la prueba de Mann-Whitney, el procedumento de Kruskal-Walhs

 se basa en la combinacion de todas las observaciones en las muestras aleatorias para

formar un solo conjunto de N observaciones; entonces, éstas se arreglan en orden.
creciente de magnitud y se asigna un rango a cada observacién comenzando con un
rango 1 y terminando con un rango N. Cuando el rango de todas las observaciones
esta completo, se determina la suma de los rangos para cada muestra. Sea R; la suma
de los rangos de la j-ésima muestra. En esencia, la prueba de Kruskal-Wallis deter-
mina si la disparidad entre las R; con respecto a los tamafios n; de las muestras es
suficiente para garantizar el rechazo de la hip6tesis nula.

Bajo la suposicion de que las kK muestras provienen de poblaciones con distribu-
ciones idénticas, la estadistica de ia prueba de Kruskal-Wallis es

12 R}
TNN+ D 2 | N (19

la que para tamailos n; relativamente grandes de las muestras se encuentra aproxi-
mada, en forma adecuada, por una distribucion chi-cuadrada con k — 1 grados de li-
bertad. Para un tamafio especifico del error de tipo I, la region critica es la porcion
superior de la distribucion chi-cuadrada. De acuerdo con lo anterior, se rechaza la
hipotesis nula para valores grandes de la estadistica de la prueba de Kruskal-Wallis.
Debe notarse que la aproximacion chi-cuadrada es, por lo general, satisfactoria, ex-
cepto cuando k = 3 y ninguno de los tamafios de las muestras n; sea mayor que cinco.

El procedimiento que se recomienda para manejar los empates es igual al de la
prueba de Mann-Whitney. Si el nimero de empates es grande, se ha propuesto un
factor de correccién para la estadistica de pruebas dada por (15.3); véanse cuales-
quiera de las referencias que se encuentran al final de este capitulo. A pesar de que
esta correcion siempre incrementa el valor de la estadistica de prueba, en muchos ca-
sos este efecto es despreciable, aun si existen numerosos empates.

Ejemplo 15.4 Se tomaron muestras aleatorias independientes de casas reciente-
mente vendidas en cuatro zonas residenciales de una gran ciudad. El problema era
determinar si existian diferencias en las zonas con respecto al valor de la propiedad y
el precio de venta. Los datos que figuran en la tabla 15.3 son los cocientes entre los
precios de venta y el valor catastral de la propiedad. Para a« = 0.05, empléese la
estadistica de Kruskal-Wallis para probar si estas muestras provienen de poblaciones
con distribuciones idénticas.

Los valores que se encuentran entre paréntesis en la tabla son los rangos
de 1as observaciones después de haberlas combinado y ordenado. Notese que
n, =n, =5, n =n, =6 yN = 22. Las sumas de los rangos de cada muestra
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TABLA 15.3 Datos de la muestra para el ejemplo 15.4

Co S .. . Zona residencial ;

1 . 2 . 3 4
1.19 (15) 1.08 (4.5) 0.98 (2) 1.12 (7.5)
1.05 3) - 1.23 (17.5) 1.19 (15) 1.14 (10)
1.14 (10) 1:26 (20) 1.08 (4.5) , 1.31'(22)
1.25 (19) 1.10 (6) 0.93 (1) 1.12 (7.5)
1.29 21) 1.18 (12.5) 1.23 (17.5) 1.19 (15)

1.14 (10) 1.18 (12.5)

son R, = 68, R, = 70.5, R, = 52.5, y R, = 62. Entonces el valor de la
estadistica de Kruskal-Wallis es

12 [(68)*  (70.57 (52.5°% (62)°

h = + + + - 3(23) = L.70.
(22)(23) [ 5 6 6 5 (23)

De la tabla E del apéndice, parac = 0.05y k—1 = 3 grados de libertad, el valor

critico es 7.82. Dado que & = 1.70 < 7.82, no puede rechazarse la hip6tesis nula.

Por lo tanto, no existe alguna razon para creer que existen diferencias entre las zonas

cuando se comparan el precio de venta y el valor real de la propiedad.

15.5 Prueba de Friedman para k muestras igualadas

La prueba de rango de signos de Wilcoxon se considera como el equivalente no para-
métrico del método ¢ de Student para observaciones por pares o del procedimiento de
analisis de varianza para experimentos con dos tratamientos en un disefio en bloque
completamente aleatorio. Cuando es necesario investigar k = 3 tratamientos de un
solo factor en presencia de un factor externo y por lo menos se encuentran dispo-
nibles meédiciones ordinales, un método no paramétrico util para determinar st los
efectos debidos a los tratamientos son los mismos, es la prueba de Friedman.

De manera similar al procedimiento paramétrico, se crea un bloque para cada
una de las n condiciones de los factores externos de tal manera que cada bloque con-
tiene una observacion proveniente de cada uno de los & tratamientos. Ademas, se su-
pone que los tratamientos se asignan en forma aleatoria y que no existe ninguna inte-
raccion entre los bloques y los tratamientos. Las nk observaciones se arreglan como
se ilustra en la tabla 15.4, donde los bloques son los renglones y los tratamientos las
columnas.

La hipoétesis nula para el procedimiento de Friedman es que los efectos atri-
buidos a los tratamientos son los mismos {es decir, las problaciones de interés tienen
distribuciones idénticas) y la hip6tesis alternativa es que existe una diferencia entre
los tratamientos. Al igual que para la estadistica de Kruskal-Wallis, las diferencias
en los tratamientos descubiertas a través de la estadistica de Friedman implican dife-
rencias en la tendencia central.




15.5 Prueba de Friedman para k muestras igualadas 585

. TABLA 15.4. Arreglo de las observaciones pard la prueba de Friedman

' - ' L  Tratamiento ;' -

Bloque S| ; R P PRI -k
[ ‘ Y Y, k' Y, " Y
2 67 Yo IR T Ya
n Ynl YnZ | o ;nj o Yﬂk

Al igual que en los otros procedimientos no parameétricos, la prueba de Friedman
se basa en los rangos. Para cada bloque (renglén) se asigna un rango a las observa-
ciones comenzando con un rango 1 y terminando con un rango &; entonces se suman
los rangos para cada tratamiento. Se» R la suma de los rangos del j-ésimo trata-
miento (columna). Si dentro de cada bloque los efectos del tratamiento son los mis-
mos, entonces para cualquier bloque los rangos deben ser una permutacion aleatoria
de los enteros del 1 al £, donde cada permutacién tiene la misma probabilidad de
ocurrencia. De esta forma, se espera que para cada tratamiento los rangos del 1 al k
aparezcan, en forma aproximada, con la misma frecuencia. Si los efectos de los tra-
tamientos son idénticos, Rj debera tener practicamente el mismo valor para toda j.
Por lo tanto, el procedimiento de Friedman determina cuando una disparidad obser-
vada entre los R; es suficiente para rechazar la hipétesis nula.

La estadistica de Friedman est4 dada por

12

- 2l
S =k D > RY - 3nk + 1) (15.14)

j=1

Las probabilidades para los valores de S se encuentran tabuladas para valores pe-
queilos de n y k (véase [3]). Pero si el namero de bloques 7 y el de tratamientos k& no
es muy pequefio (por ejemplo n = 10y k = 4), la estadistica S es, en forma apro-
ximada, una variable aleatoria chi-cuadrada con k — 1 grados de libertad. Al igual
que para la prueba de Kruskal-Wallis, la region critica de tamafio « es la porcion su-
perior de la distribucién chi-cuadrada con k& — 1 grados de libertad. Se rechaza la hi-
p6tesis nula cuando el valor de S es mayor que el valor critico. Al igual ue en los ca-
sos anteriores, los empates se manejan mediante el uso de rangos promedio.

Ejemplo 15.5 Cuatro jueces se encargan de calificar en una competencia de salto
que incluye a 10 finalistas. Los datos que figuran en la tabla 15.5 son las califica-
ciones, donde un 10 indica un salto perfecto. Para @ = 0.01, empléese la estadisti-
ca de Friedman para determinar si existen diferencias discernibles en las califica-
ciones que otorgan cada uno de los cuatro jueces.

Los valores que figuran entre paréntesis en la tabla 15.5 son los rangos de las ob-
servaciones para cada competidor (bloque). Entonces, para cada juez, la suma de los
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TABLA 15.5 Datos de la muestra para el ejemplo 15.5 - . e w Y
Competidor . 1 3 4
! 85 (3) 82 (1) 8.4 (2
2 198 @) 94 (1) -~ 96 (2
3 79 ) 75 () 82 4
4 9.7 (3) 9.6 (1.5) 9.6 (1.5)
5 6.2 (1) 6.9 (4) 6.5 (2
6 89 (3 81 () 8.7 (2
7 9.2 3.5) 87 () 89 (2
8 8.4 (1.5) 8.4 (1.5) 8.6 @
9 92 () 89 (1) 9.5 ()
10 88 (2 8.6 (1) 9.3 (4)

rangos es la siguiente: R, = 25, R, = 34.5, R; = 14, R, = 26.5. El valor de la es-
tadistica de Fiedman es

so 12
~(10)(4)(5)

Péra a = 0.01 yk — 1 = 3 grados delibertad, el valor critico se obtiene de la tabla E
del apéndice y es igual a 11.32. Dado que s = 12.81 > 11.32, se rechaza la hipote-
sis nula de que los efectos de los tratamientos son los mismos; las diferencias entre
las calificaciones que otorgan los cuatro jueces son estadisticamente discernibles.

[25% + 34.5% + 14° + 26.57} — (3)(10)(5) = 12.81.

15.6 Coeficiente de correlacion de rangos de Spearman

En la seccion 13.8 se definié el coeficiente de correlacion de la muestra como una
medida de la asociacion lineal que existe entre dos variables X' y Y. El enfoque
empleado en esa secciébn fue paramétrico, ya que se supuso una distribucion normal
bivariada para X'y Y. En esta seccion se define una popular medida no paramétrica
de asociacion cuando se emplean los rangos, que se conoce como coeficiente de
correlacion de rangos de Spearman, denotado por rg.

Sean X y Y dos caracteristicas de interés y supongase que existe una muestra
aleatoria de n pares que consiste s6lo en los rangos de X'y Y. El coeficiente de corre-
lacion del rango de Spearman es el coeficiente ordinario de correlacion de la muestra
que puede determinarse mediante el empleo, ya sea de (13.27) o (13.28), excepto que
para este caso se emplean los rangos en lugar de las observaciones de X'y Y. Al igual
que el coeficiente de correlacion de la muestra r, el coeficiente de correlacion del ran-
go rg se define en el intervalo —1 =< r¢ < 1; y mide el grado de asociacion lineal
entre los rangos de X'y Y. Para las caracteristicas X y Y, la interpretacion de rq no es
completamente idéntica a la de r. Si se tienen disponibles observaciones de X y Y,
entonces el coeficiente de correlacion de la muestra r es una medida del grado de aso-
ciacion lineal que existe entre X'y Y. Pero si se emplean los rangos, r; mide la ten-
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dencia de X'y Y al relacionarse en forma monétona, es decir, rs se encuentra cercano
a 1o a'-1, se sugiere una asociacion mondtona creciente o decreciente para X'y Y.

" En cierto sentido, rg tiene un significado mayor que el de r debido a que al medir el

grado de asociaciébn monétona entre X'y 'Y, rg no.se encuentra restringido a des-

* cubrir sélo una asociacién lineal entre éstas.

Sea (X!,Y!),i=1,2, ..., n larepresentacién de una muestra de rangos de X

-y Y. Entonces, de (13.28) el coeficiente de bprrelacibn de rangos de Spearman es

()3 )

> XY -
ry = i ! (15.15)
. 21172 n 2711/2
" (Z X;) ] (2 Y)
, i=1 , i=1
e I i

i=1 i=|

Si no existen empates puede desarrollarse una relacién alternativa mas simple
para (15.15) al tomar ventajas de la naturaleza del rango. Los rangos (X, Y;) son
arreglos de los primeros 7 enteros positivos. Dado que la suma de los primeros n ente-
ros positivos es n(n + 1)/2, y la suma de sus cuadrados es n(n + 1)(2n + 1)/6,

X =Y =nn+1)2 (15.16)
> X2=2 Y= nn+ 1)Q2n + 1)/6. (15.17)

Ademas, dado que la relacion
Exm=[2nuihf—2m—nﬂﬂ (15.18)

es valida para cualquier valor, al sustituir (15.16) a (15.18) en (15.15) y después de al-
gunos manejos algebraicos, se obtiene la expresion alternativa

_l6ﬂm-m2 15.19)
rs=l-— oy :

Ejemplo 15.6 Se pide a dos catadores de vinos que clasifiquen 10 vinos tintos ligeros
en una escala del 1 (pobre) al 10 (excelente). Se obtienen los resultados que se mues-
tran en la tabla 15.6. Calciilese el coeficiente de correlacion de rangos de Spearman.

Dado que no existen empates, puede usarse (15.19) para calcular r;.

= 0.73,

o 65 -3+ 2 -4+ + (3 - )]
, s = 10(100 — 1)

lo cual sugiere una fuerte concordancia entre los dos catadores.
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TABLA 15.6 Datos de la muestra para el ejemplo 15.6

S Catador I« ~ . Catador2
Vino X'~ - Y.

1 5 3

2, 2 4 “
3 8 7

4 9 6

5 10 9

6 7 9

7 1 3

8 4 6

9 4 7

10 3 1

15.7 Comentarios finales

Para los métodos presentados en este capitulo, se tienen tres ventajas:

1. Las suposiciones para su empleo son menos estrictas que las de los correspon-
dientes métodos parameétricos.

2. Los métodos no parameétricos pueden aplicarse en forma muy facil a todas
aquellas observaciones que se definen sobre una escala ordinal.

3. Los calculos por efectuar son mas faciles cuando se comparan con los de los
correspondientes métodos paramétricos.

A causa de la primera ventaja, los métodos paramétricos son particularmente
utiles cuando se tienen muestras de tamaiio pequefio y existe interés en adherirse a
las suposiciones de distribucidon para los métodos paramétricos. En particular, las
pruebas de Mann-Whitney, Wilcoxon, Kruskal-Wallis y de Friedman se comparan,
en potencia, a las de los correspondientes métodos paramétricos, lo que incluye a la
distribucion ¢ de Student o a la estadistica F en el analisis de varianza, pero como ya
se indicO en el capitulo 9, para muestras de tamafio mayor de 15, la distribucion ¢ de
Student es bastante mas robusta con respecto a la suposicion de normalidad. Ademas,
la estadistica T es robusta con respecto a la suposicion de varianzas iguales para
muestras de gran tamaifio y con el mismo nitmero de observaciones, cuando se com-
paran dos medias, de la misma manera en que la estadistica F lo es en el analisis de
varianza, siempre y cuando los tamaifios de la muestra de los tratamientos sean los
mismos. De esta forma, cuando se tienen muestras de gran tamaifio y las observa-
ciones contenidas en éstas se definen por lo menos sobre una escala ordinal, puede
perderse informacion muy importante al convertir las observaciones en rangos y sig-
nos y utilizar métodos no paramétricos. Para tales casos, la eficiencia en potencia de
los métodos no paramétricos es menor que la de los procedimientos paramétricos.
Por lo tanto, la ventaja mas clara que tienen los métodos no parametricos sobre los
de tipo parameétrico es la segunda que se encuentra en la lista mencionada con ante-
rioridad. La aplicacion de los métodos paramétricos a observaciones que se en-
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cuentran definidas s6lo sobre una escala ordinal es muy dificil, ya que la mterpreta-
‘ cxbn de un mtervalo en este caso t1ene poco sngmficado

i
I
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Ejercicios

15.1. Para los datos del ejemplo 15.1, pruébese la hipotesis nula de que no existe diferencia
entre las medias mediante el empleo del procedimiento ¢ de Student de la seccion 9.6.2.
Para el mismo tamaifio del error de tipo 1 dado en este ejemplo, ;es diferente la conclu-
sion?

15.2. Durante cinco afios se llevd a cabo un estudio para determinar si existe alguna diferen-
cia en el niamero de resfriados que sufren los fumadores y los no fumadores. Con base
en muestras aleatorias de 14 no fumadores y 12 fumadores se observaron, a lo largo de
los cinco aifios, los siguientes datos.

Nofumadoresil()27312243502]
Fumadores |4 2 6 S5 8 10 8 7 6 4 9 3

Usese la estadistica U de Mann-Whitney para determinar si existe alguna razon para
creer que estas muestras aleatorias provienen de poblaciones con diferentes distribu-
ciones. Supongase que ¢ = (.0S. ¢Existen algunas suposiciones que se estén violando?

15.3. Una compaiiia de mercadotecnia se interesa en comparar la aceptacion por parte del
consumidor de dos nuevos productos, A y B. Se seleccionaron, en forma aleatoria, 12
consumidores y se les pidié que dieran su opinion, con respecto al producto A, sobre
una escala de 1 (Poca aceptacion) a 5 (mucha aceptacion). Se hizo lo mismo para el
producto B, empleando para ello el mismo niimero de consumidores. Se obtuvicron los
siguientes datos:

ProduczoA{125543544352

12
+
w
o

Producto B | 2 2 1 1 3 1 2

Mediante el empleo de la estadistica U de Mann-Whitney, determinese si puede recha-
zarse, con o = 0.05 la hipotesis nula de que estas muestras aleatorias provienen de
poblaciones con distribuciones idénticas.

15.4. La siguiente informacion representa el niimero de unidades terminadas para dos traba-
jadores, 4 y B, en un periodo de cinco dias.

A J 49 52 53 47 50

B i 56 48 S8 46 55
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a) Mediante el uso de la expresion (15.7), obténgase la funcion de probabllldad para el
namero de tendencias posible. .

b) Para a = 0.05, empléese el procedumento de tendenc1as de Wald-Wolfowitz para
probar la hipotesis nula de que estas muestras provienen de distribuciones idénticas.

15.5. El procedimiento de tendencias de Wald-Wolfowitz se emplea muchas veces para pro-
" bar la aleatoriedad de una secuencia dada de observaciones. Si la aleatoriedad existe,
entonces el nimero de tendencias para dos grupos distintos no debera ser ni muy gran-
de ni muy pequefio. Supongase que los siguientes datos constituyen la secuencia de
residuos para una ecuacion de regresién estimada:

—2.98 -4.19 —-0.51 5.19 2.38 6.73 0.93 1.29 -3.18
-1.14 -0.54 -2.76 —1.89 -4.28 ~0.18 0.32 0.48 1.48

-2.43 -4.69 3.18 0.64 0.89 2.08 0.98 -3.28

(Existe alguna razon para creer que esta secuencia de residuos no es aleatoria? Usese
= 0.05.

15.6. Una compailia de mercadotecnia se interesa en la preferencia del consumidor con res-
pecto a dos marcas de refresco que compiten entre si. Se seleccionan, en forma aleato-
ria, 14 personas y se les pide que clasifiquen las bebidas mediante una escala del 1
(poca aceptacion) al 10 (mucha aceptacion). El orden en la seleccion de la bebida fue

- aleatorio. Se obtiene la siguiente informacion:

(=Y
~
>
=]
~
<
~
~
~
[\
~
L")
~
BN

Persona| 2 3 4 5

MarcaAl759481043728669.
MarcaBl 3 2 7 6 9 3 S 1 4 2 4 71 5 4

Mediante ¢l uso de la prueba del signo, ;se tiene alguna razon para creer que existe una
diferencia en la preferencia para estos dos refrescos? Supongase o = 0.1.

15.7. Para los datos que figuran en el ejercicio 15.6, empléese la prueba de rangos de signos
de Wilcoxon. ;Se obtienen las mismas conclusiones?

15.8. Para los datos del ejemplo 9.10, supongase que no puede formularse la suposicion de
- normalidad. Mediante el empleo de la prueba de rangos de signos de Wilcoxon,
determinese si puede rechazarse la correspondiente hipOtesis nula no paramétrica para

un nivel & = 0.01

15.9. Durante 12 dias seleccionados al azar, dos tiendas, A y B vendieron el siguiente niime-
ro de unidades del mismo producto:

Dia | I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
A l 42 58 47 39 41 S6 59 37 38 46 43 S|
B 64 57T 48 59 64 2 65 S9 37T 65 68 49

Mediante el empleo de la prueba del signo, ;puede rechazarse la hipdtesis nula de que
las muestras provienen de distribuciones idénticas para un nivel a = 0.05?

15.10. Para los datos que figuran en el ejercicio 15.9, Gsese la prueba de rangos de signos de
Wilcoxon y comparense los resultados.

15.11. Se desea determinar si el campo de especializacion del estudiante no graduado tiene al-
gan efecto sobre su desempefio en una escuela de leyes. Se toma una muestra aleatoria
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TABLA 15.7 . Datos de la muestra para el ejemplo 15,11 ;- i o ostgestaf s 10 2
. = e =i iak
Ve Ciencia 0., -, - ., - iy sl owt orisirgabzibases
""" Finanzas ingenierla Artes liberales Otros
3T N TR e h em ki ERCI A PG
‘ 9 3 B S " ey
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31 18 ‘ 26 Lo52 L
47 23 38 259
65 25 43 63
45 67
49 72
55 79

de 30 estudiantes de una clase de graduados de cierta escuela de leyes, la cual clasifica a
los estudiantes y anota su campo de especializacién; los datos que se encuentran en la
tabla 15.7 son los resultados de este procedimiento. Mediante el empleo de la prueba
de Kruskal-Wallis, determinese si el campo de especializacion tiene algan efecto sobre
el desempeiio en la escuela de leyes, con « = 0.05.

Con referencia a los datos que se encuentran en el ejercicio 12.7, empléese el procedi-
miento de Kruskal-Wallis para probar la hip6Otesis nula de que no existe ninguna dife-
rencia con respecto a la durabilidad entre las dos marcas con a« = 0.05. La conclu-
sion, ges la misma que la que se obtuvo para el ejercicio 12.7?

. Se seleccionaron 12 estudiantes al azar, de una clase muy grande; sus calificaciones, en

los cuatro examenes que se llevaron a cabo durante el trimestre, se encuentran en la
tabla 15.8. Mediante el uso de la prueba de Friedman, determinese si las diferencias
entre los cuatro examenes son estadisticamente discernibles para un nivel « = 0.01.
i Se estaria de acuerdo con la hipotesis de que no existe interaccion alguna entre los es-
tudiantes? Coméntese.

TABLA 15.8 Datos de la muestra para el ejercicio 15.13

Estudiante !/ 2 3 4
1 72 68 80 75
2 89 87 78 92
3 48 S6 64 58
4 65 76 70 62
5 86 94 93 85
6 56 73 78 87
7 75 84 65 69
8 39 45 48 56
9 78 67 69 S9

10 98 87 86 95
i1 64 87 92 48

12 82 76 85 79
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15.14. Con referencia a los datos del ejercicio 12.6, Gsese el pfocediniiento de Friedman para

15.15.

15.16.

15.17.

15.18.

determinar si las diferencias que existen entre- los -cuatro supermercados son
estadxstncamente dlSClebleS para un nivel ar-=" 0 01

LdlelT : . v o
Para el ejercicio 13 12, conwertanse fos datos en rangos y calcﬁlese el coef‘ ciente de
correlacién de rangos de Spearman.

Dos jueces se encargaﬁ de calificar a ocho patinadores que patinan sobre hielo, me-
diante el empleo de una escala del 1 (muy malo) al 10 (el mejor). Se obtienen los si-
guiente resultados.

Patinador | ] 2 3 4 5 6 7 8
Juez 1 3 4 8 8 4 6 4 7
Juez 2 2 4 9 7 . .2 8 7 9

Calcilese el coeficiente de correlacion de rangos de Spearman y formillese un comenta-
rio con respecto a si existe una relacion que sea eviuen...

Mediante el empleo de la misma escala que se menciona en el ejercicio 15.16, dos jueces
califican el talento de las 10 semifinalistas del concurso sefiorita América. Se tienen los
siguientes resultados:

Semifinalista | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Juez 1 2 6 5 9 3 7 9 2 6 2
Juez 2 7 1 4 4 - 8 9 3 9 10 8

Calcilese el coeficiente de correlacion de rangos de Spearman y formiilese un comenta-
rio con respecto a si existe alguna relaciéon que sea evidente.

Un grupo de analistas de inversion clasificaron 10 compaiiias de acuerdo con su creci-
miento potencial y el valor de sus acciones de la siguiente manera:

Compatiia | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Valores en libros} 8 3 10 1 6 2 5 7 4 9
Crecimiento 4 8 6 5 9 3 7 i 10 2

Calcllese el coeficiente de correlacion de rangos de Spearman y formillese un comenta-
rio con respecto a si existe una relacion, que sea evidente, entre el valor de las acciones
de la compaiiia y su crecimiento potencial.
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‘PSTS h- "') \/1751‘(v/2)

I+ "dt=1-~a

N

A > 1—a
- MM
tl —a, v

v bon to.00 foo0 to.025 fo.0s0 fo.100 fo.200
1 -318.309 -63.657 -31.821 -12.706 -6.314 —-3078 -—1.376
2 —-22.327 —-9.925 —6.965 ~-4.303 -2920 -1.88 —1.06]
3 -10.215 —5.841 —4.54] ~-3.182 -2.353 -1.638 -0978
4 -7.173 —4.604 —3.747 ~2.776 -2.132 -1.533 —0.941
5 —-5.893 —4.032 —3.365 -2.57 -2.015 -1476 -—0.920
6 —5.208 -3.707 -3.143 -2.447 ~1943 -—-1.440 -0.906
7 —4.785 -3.49 -2.998 ~2.365 -1.895 -1415 -0.8%
8 —4.501 —-3.355 —2.896 -2.306 —1.860 -1.397 -0.889
9 —-4.297 -3.250 -2.821 -2.262 -1.833 -1.383 -0.883
10 -4.144 - -3.169 - —2.764 ~2.228 -1.812 —-1372 —-0.879
11 —4.025 . ~—37106 -2.718 -2.201 -~1.796 —1.363 -0.876
12 —3.930 —3.055 —2.681 -2.179 —~1.782 —1.356 -0.873
13 —3.852 —-3.012 —2.650 -2.160 -1.771 -1.350 -0.870
- 14 —3.787 -2.977 —-2.624 ~-2.145 -1.761 -1.345 —0.868
15 -3.733 -2.947 -2.602 ~-2.131 -~1.753 -1.341 —0.866
- 16 —3.686 -2.921 —-2.583 -2.120 ~1.746 -1.337 —0.865
17 —3.646 —2.898 -2.567 ~-2.110 —~1.740 -1.333 -0.863
18 -3.610 —2.878 —2.552 -2.101 -1.734 -1.330 -0.862
19 -3.579 —2.861 -2.539 ~2.093 -1.729 —1.328 -0.861
20 —3.552 -2.845 -2.528 —-2.086 -~1.725 -1.325 —0.860
21 -3.527 —2.831 -2.518 ~2.080 -1.721 -1.323 —0.859
22 —3.505 -2.819 —-2.508 ~2.074 -1.7117 —-1.321 —0.858
23 —3.485 —2.807 -2.500 ~2.069 -1.714 -1.319 -0.858
24 —3.467 —-2.797 —2.492 —-2.064 —-1.711 —-1.318 -0.857
25 —3.450 —2.787 —2.485 ~2.060 -~1.708 —1.316 -0.856
26 —3.435 -2.779 -2.479 ~2.056 -1.706 —-1.315 —0.856
27 -3.421 -2 -2.473 ~2.052 -1.703 -1.314 —0.855
28 —3.408 —2.763 —2.467 ~2.048 -1.701 —1.313 -0.855
29 —3.396 —2.756 —2.462 ~2.045 -~1.699 —1.311 —0.854
30 —3.385 —-2.750 -2.457 ~2.042 -1.697 -1.310 -0.854
35 —-3.340 —2.724 —2.438 ~2.030 —-1.69%0 —1.306 -0.852
40 -3.307 ~2.704 ~2.423 ~2.021 —-1.684 —1.303 -0.851
45 —-3.281 —-2.690 -2.412 ~-2.014 ~-1.679 —1.301 -0.850
50 —-3.261 —2.678 —2.403 ~2.009 -1.676 -1.299 —0.849
60 -3.232 —2.660 —-2.390 —-2.000 -1.671 -1.296 —-0.848
70 -3.211 —2.648 -2.381 ~1.994 ~-1.667 —1.294 —0.847
80 —3.195 —2.639 -2.374 -1.990 —-1.664 -1.292 —0.846
90 —3.183 —2.632 -2.369 ~1.987 —~1.662 —1.291 —0.846
100 —-3.174 —2.626 —2.364 ~1.984 —~1.660 -1.290 —0.845
200 -3.131 —-2.601 —2.345 ~1.972 ~1.652 —1.286 —0.843
500 ' =3.107 —2.586 —-2.334 ~1.965 —~1.648 -1.283 —-0.842

1000 —3.098 —-2.581 -2.330 ~1.962 ~1.646 —1.282 —0.842




622, Apéndice: Tabla F

TABLA F (continuacion) . Valores de cuantiles de la distribucién ¢ de Student . - -

v fosoo - [ - losoo - ta.950 Log7s loswa™ ~ losss to.999
1 . 1376 3.078 6.314 — 12 706 31.820 63.656 318.294
2 ~1.061 . 1.886 2920 -~ .4.303 6.965 9.925 22.327
3 - 0.978 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 10.214
4 0941 1.533 2.132 2776 3741 a4 7173
5 0.920 1.476 ;2,015 - 2.571 3.365 4.032 5.893
6 0.906 1.440 ~1.943 2.447 3.143 3.707 5.208
7 . 0.89 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.785
8 - 0.889 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 4.501
9 0.883 1.383 1.833 " 2.262 2.821 3.250 4.297
10 0.879 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.144
11 0.876 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.025
12 0.873 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 3.930
13 0.870 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 3.852
14 0.868 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 3.787
15 0.866 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3.733
16 0.865 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 3.686
17 0.863 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.646
18 0.862 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.010
19 0.861 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.579

20 0.860 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.552

21 0.859 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.527

22 0.858 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.505

23 0.858 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.485

24 0.857 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.467

25 0.856 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.450

26 0.856 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.435

27 0.855 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 3.421

28 0.855 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.408

29 0.854 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.396

30 0.854 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.385

35 0.852 1.306 1.690 2.030 2.438 2.724 3.340

40 0.851 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 3.307

45 0.850 1.301 1.679 2.014 2.412 2.690 3.281

50 - 0.849 1.299 1.676 2.009 2.403 2.678 3.261

60 0.848 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.232

70 0.847 1.294 1.667 1.994 2.381 2.648 3.211

80 0.846 1.292 1.664 1.990 2.374 2.639 3.195

90 0.846 1.291 1.662 1.987 2.368 2.632 3.183

100 0.845 1.290 1.660 1.984 2.364 2.626 3.174

200 0.843 1.286 1.652 1.972 2.345 2.601 3.131

500 0.842 1.283 1.648 1.965 2.334 2.586 3.107

1000 0.842 1.282 1.646 1.962 2.330 2.581 3.098




MAPCIUILC. 2 WUt o Ve

TABLA G Valores de cuantiles de la distribucién F _
. PN S e i Lok o TR kb B SR T
. P(F S_}' e ) = I‘[(V, + Vz)/z]v'l'l/l V;'Z/[ ﬁ:g,t,:»z,’?;lf:z)n;

R e AR (YZ I\ C2Y7) R L

v, t).(';' 3-1-’2)/2"2, - l

4

f«lkk-,—a,ul,vz
l—a=09

v, = igrados de libertad del numerador ’

v, 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 39.86 49.50 53.59 55.83 57.24 5820 5891 59.44 59.86 60.19
2 853 9.00 9.16 9.24 929 933 935 937 938 939
3 $54 546 S.39 534 551 528 527 525 524 523
4 454 432 419 411 405 401 398 395 394 392
5 406 378 3.62 352 345 340 337 334 332 330
6 378 346 329 3.18 311 3.05 3.0l 298 29 2%
7 359 326 3.07 29 2.8 28 279 275 272 270
8 346 311 292 281 273 267 262 259 256 254
9 336 3.01 281 269 261 255 251 247 24 242
10 329 292 273 261 252 246 241 238 235 232
11 323 286 2.66 2.54 245 239 234 230 227 225
12 3.18 - 2.81 2.6l 248 239 233 228 224 221 219
13 3.14 276 2.56 243 235 228 223 220 216 214
14 3.0 273 252 239 231 224 219 215 212 210
15 3.07 270 249 236 227 221 216 212 209 2.06
16 3.05 267 246 233 224 218 213 209 206 2.03
17 3.03 264 244 231 222 215 210 2.06 203 2.00
18 3.01 262 242 229 220 213 208 204 200 198
19 299 261 240 227 218 211 206 202 198 19
- 20 297 259 238 225 216 209 204 200 196 194
21 296 257 236 223 214 208 202 198 195 192
22 295 25 235 222 213 206 201 197 193 1.9
23 294 255 234 221 211 205 199 195 192 189
24 293 254 233 219 210 204 198 194 191 1.88
25 292 253 232 218 209 202 197 193 189 187
26 291 252 231 217 208 201 19% 192 1.8 1.86
27 290 251 230 217 207 200 195 191 187 185
28 289 250 229 216 206 200 194 19 187 184
29 289 250 228 215 206 1.9 193 18 18 1.8
30 288 249 228 214 205 198 193 1.8 18 1.8
35 285 246 225 211 202 195 19 1.8 18 179
40 2.84 244 223 209 200 193 187 18 179 176
50 281 241 220 206 197 19 184 18 176 173
60 279 239 218 2.04 195 1.87 18 177 174 171
80 - 277 237 215 202 192 18 179 175 171 1.68
100 276 236 214 200 191 1.83 178 1.73 169 1.66
200 273 233 211 197 1.8 18 1.75 170 1.66 1.63
500 272 231 209 19 18 179 173 168 164 L6l
1000 271 231 209 195 18 178 172 168 164 1.6l




624 Apéndice: Tabla G

~ .rr"w','jh al aly e

TABLA G (continuscién) Valores de;cﬁantild"d_e la dlstnbuaan e

l _an=. 0,? - ‘.\,‘.'>

» v, = grados de libertad del numerador
n 1112 15 20 25 .30 4 50

60.47 60.71 61.22 61.74 62.06° 62.26* 62.53 62.69
940 941 942 944 945 946 - 947 947
522 522 520 .5.19 517 - 517 5.6 5.5
391 390 387 384 383 382 3.80 3.80

. . 324 321 319 3.17 316 3.15

292 290 287 284 281 280 278 277
268 267 263 259 257 256 254 252
252 250 246 242 240 238 236 235
240 238 234 230 227 225 223 222
10 230 228 224 220 217 2,16 213 212
11 223 221 217 212 20 208 205 2.04

O OO N B LN -
d
[
- -]
(V8]
[
~

13 2,12 210 205 201 1.98 1.96 1.93 1.92
14 2.07 205 201 1.96 1.93 1.91 1.89 1.87
15 2.04 2.02 1.97 1.92 1.89 1.87 1.85 1.83
16 2.01 1.99 1.94 1.89 1.86 . 1.84 1.81 1.79
17 1.98 1.96 1.91 1.86 1.83 1.81 1.78 1.76
18 1.95 1.93 1.89 1.84 1.80 1.78 1.75 1.74
19 193 1.91 1.86 1.81 1.78 1.76 1.73 - 1.71
20 - 191 1.89 1.84 1.79 1.76 1.74 1.71 1.69
21 1.90 1.87 1.83 1.78 1.74 1.72 1.69 1.67
22 1.88 1.86 1.81 1.76 1.73 1.70 1.67 1.65
23 1.87 1.84 1.80 1.74 1.71 1.69 1.66 1.64
24 1.85 1.83 1.78 1.73 1.70 1.67 1.64 1.62
25 1.84 1.82 1.77 1.72 1.68 1.66 1.63 1.61
26 1.83 1.81 1.76 1.71 1.67 1.65 1.61 1.59
27 1.82 1.80 1.75 1.70 1.66 1.64 1.60 1.58
28 1.81 1.79 1.74 1.69 1.65 1.63 1.59 1.57
29 1.80 1.78 1.73 1.68 1.64 1.62 1.58 1.56
30 1.79 1.77 1.72 1.67 1.63 1.61 1.57 1.55
35 1.76 1.74 1.69 1.63 1.60 1.57 1.53 1.51
40 1.74 1.71 1.66 1.61 1.57 1.54 1.51 1.48
50 1.70 1.68 1.63 1.57 1.53 1.50 1.46 1.44
60 1.68 1.66 1.60 1.54 1.50 1.48 1.44 1.41
80 1.65 1.63 1.57 1.51 1.47 1.44 1.40 1.38
100 1.64 1.61 1.56 1.49 1.45 1.42 1.38 1.35
200 1.60 1.58 1.52 1.46 1.41 1.38 1.34 1.31
500 1.58 1.56 1.50 1.44 1.39 1.36 1.31 1.28
1000 1.58 1.55 1.49 1.43 1.38 1.35 1.30 1.27

o N
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Apéndice: Tabla G 625

TABLA G (continuacién) Valores de cuantiles de la distribuciéon F- /5%

I -a =095 B
. v = grados de libertad 'del numerador
v, 1 2 3 4 5% 6% T 8! 9t 10
1 161.45 199.50 215.71 224.58 230.16 233.99 236.77 238.88-240.54° 241.88
2 1851 19.00 19.16 19:25 19.36 1933 19.35 19.37 19.38° 19.40
3 1013 955 928 9.2 901 894 88 88 881 879
4 771 694 659 639 626 616 609 604 6.00 597
5 661 579 541 519 505 495 488 482 477 4.73
6 599 514 476 453 439 428 421 415 410 4.06
7 559 474 435 412 397 387 379 373 368 3.64
8 532 446 407 38 369 358 350 344 339 3.35
9 512 426 -38 363 348 337 329 323 318 3.14
10 496 410 371 348 333 322 3.14 307 3.02 298
11 484 398 35 336 320 309 301 295 29 285
12 475 38 349 32 311 300 291 28 28 275
13 467 381 341 318 303 292 28 277 27+ 267
14 460 374 33 311 296 28 276 270 265 2.60
15 454 368 329 306 290 279 271 264 2.5 254
16 449 363 324 301 285 274 266 259 254 249
17 445 359 320 29 281 270 261 255 249 245
18 441 355 316 293 277 266 258 251 246 2.4l
19 438 352 313 29 274 263 254 248 242 238
20 435 349 310 287 271 260 251 245 239 235
21 432 347 3.07 284 268 257 249 242 237 232
22 430 344 305 2.8 266 255 246 240 234 230
23 428 342 3.03 280 264 253 244 237 232 227
24 426 340 3.01 278 262 251 242 236 230 225
25 424 339 299 276 260 249 240 234 228 2.24
26 423 337 298 274 259 247 239 232 227 222
27 421 335 296 273 257 246 237 231 225 220
28 420 334 295 271 256 245 236 229 224 219
29 418 333 293 270 255 243 235 228 222 218
30 417 332 292 269 253 242 233 227 221 216
35 412 327 287 264 249 237 229 222 216 211
40 408 323 284 261 245 234 225 218 212 2.08
50 403 318 279 256 240 229 220 213 207 2.03
60 400 3.15 276 253 237 225 217 210 2.04 199
80 3.9 3.1 272 249 233 221 213 206 200 1.95
100 394 309 270 246 231 219 210 203 197 193
200 389 304 265 242 226 214 206 198 193 1.88
500 3.8 301 262 239 223 212 203 19 190 1.85
1000 385 3.01 261 238 222 211 202 195 1.8 184




626 Apéndice: Tabla G

TABLA G (continuacion) Valores de cuantiles de la distribucion F. . .;. SRR

I ~a =095
v = grados de libertad del numerador -

v 1l 12 15 200 25 30 40 50 100 1000
124298 . .243.91 24596 248.01 249.26 . 250.08 251.15. 251.77..253.01--254.17
2 19.40 1941 1943 1945 1946 19.46 1947 1948 1949 19.50

-3 8.76 874 870 8.66 8.63 8.62 8.59 8.58 8.55 8.53
4 5.94 5.91 5.86 5.80 5.77 5.74 5.72 5.70 5.66 5.63
5 4.70 4.68 4.62 4.56 4.52 4.50 4.46 4.4 441 437
6 403 400 394 38 38 381 377 375 371 3.67
7 360 357 351 344 340 338 334 332 327 323
8§ 331 328 322 315 311 308 3.04 302 297 293
9 3.10 3.07 3.01 2.94 2.89 2.86 2.83 2.80 2.76 2.71
10 2.94 2.91 2.85 2.77 2.73 2.70 2.66 2.64 2.59 2.54
11 2.82 2.79 2.72 2.65 2.60 2.57 2.53 2.51 2.46 2.41
i2 2.72 2.69 2.62 2.54 2.50 2.47 2.43 2.40 2.35 2.30
13 2.63 2.60 2.53 2.46 2.41 2.38 2.34 2.31 2.26 2.21
14 2.57 2.53 2.46 2.39 2.34 2.31 2.27 2.24 2.19 2.14
15 2.51 2.48 2.40 2.33 2.28 2.25 2.20 2.18 2.12 2.07
16 2.46 2.42 2.35 2.28 2.23 2.19 2.15 2.12 2.07 2.02
17 2.41 2.38 2.31 2.23 2.18 2.15 2.10 2.08 2.02 1.97
18 2.37 2.34 2.27 2.19 2.14 2.11 2.06 2.04 1.98 1.92
19 2.34 2.31 2.23 2.16 2.11 2.07 2.03 2.00 1.94 1.88

20 2.31 2.28 2.20 2.12 2.07 2.04 1.99 1.97 1.91 1.85

21 2.28 2.25 2.18 2.10 2.05 2.01 1.96 1.94 1.88 1.82

22 2.26 2.23 2.15 2.07 2.02 1.98 1.94 1.91 1.85 1.79

23 2.24 2.20 2.13 2.05 2.00 1.96 1.91 1.88 1.82 1.76

24 2.22 2.18 2.11 2.03 1.97 1.94 1.89 1.86 1.80 1.74

25 2.20 2.16 2.09 2.01 1.96 1.92 1.87 1.84 1.78 1.72

26 2.18 2.15 2.07 1.99 1.94 1.90 1.85 1.82 1.76 1.70

27 2.17 2.13 2.06 1.97 1.92 1.88 1.84 1.81 1.74 1.68

28 2.15 2.12 2.04 1.96 1.91 1.87 1.82 1.79 1.73 1.66

29 2.14 2.10 203 1.94 1.89 1.85 1.81 1.77 1.71 1.65

30 2.13 2.09 2.01 1.93 1.88 1.84 1.79 1.76 1.70 1.63

35 2.07 2.04 1.96 1.88 1.82 1.79 1.74 1.70 1.63 1.57

40 2.04 2.00 1.92 1.84 1.78 1.74 1.69 1.66 1.59 1.52

50 1.99 1.95 1.87 1.78 1.73 1.69 1.63 1.60 1.52 1.45

60 1.95 1.92 1.84 1.75 1.69 1.65 1.59 1.56 1.48 1.40

80 1.91 1.88 1.79 1.70 1.64 1.60 1.54 1.51 1.43 1.34

100 1.89 1.85 1.77 1.68 1.62 1.57 1.52 1.48 1.39 1.30

200 1.84 1.80 1.72 1.62 1.56 1.52 1.46 1.41 1.32 1.21

500 1.81 1.77 1.69 1.59 1.53 1.48 1.42 1.38 1.28 1.14

1000 1.80 1.76 1.68 1.58 1.52 1.47 1.41 1.36 1.26 1.11




Apéndice: Tabla G 627

130

Yoyt

IS POy

‘TABLA G (continuacion) - Valores-de ‘cuantiles de la distribucion F * *

! , it o= 0.99
, R .. cvwsgrados de'libertad del numerador : .

by o 3 2 B £ § - 5 6 T 8 . 9 10
L2 98.50¢ 99.00  99.17 0 99.25 99.30 9933 9936 99.37 99.39f 99.40
- .3 34,12 30.82 29.46 2871 2824 2791 2767 27.50 2734 27.22
4 2120 18.00 © 16.69 1598 15.52 1521 1498 1480 14.66 14.55
.5 1626 13.27 12,06 11.39 10.97 10.67 10.46 10.29 10.16 10.05
6 1375 10.92 9.78 9.15 8.75 847 82 8.10 798 7.87
7 12.25 9.55 8.45 7.85 7.46 719 699 684 672 6.62
.8 11.26 8.65 1.59 7.01 6.63 637 618 603 5091 5.81
9 10.56 8.02 6.99 6.42 6.06 580 5.61 547 535 5.26
10 10.04 7.56 ~6.55 599 5.64 539 520 506 494 4385
11 9.65 7.21 6.22 5.67 5.32 507 4389 474 463 4.54
12 933 693 5.95 5.41 5.06 482 464 450 439 430
13 9.07 6.70 5.74 5.21 4.86 462 444 430 419 410
14 8.86 6.51 5.56 5.04 4.69 4.46 4.28 4.14  4.03 3.94
15 8.68 6.36 5.42 489 4.56 432 414 400 3.8 3.80
16 8.53 6.23 5.29 4.77 4.44 420 4.03 38 378 3.69
17 8.40 6.11 5.18 4.67 4.34 410 3.9 3.79  3.68 3.59
18 8.29 6.01 5.09 4.58 4.25 4.01 3.84 3.71 3.60 3.51
19 8.18 5.93 5.01 4.50 4.17 394 377 3.63 3.52 3.43
20 8.10 5.85 4.94 4.43 4.10 3.87 3.70 356 346 3.37
21 8.02 5.78 4.87 4.37 4.04 3.81 3.64 351 340 331
22 7.95 572 4.82 4.31 3.99 3.76  3.59 3.45 3.35 3.26
23 7.88 5.66 4.76 4.26 3.94 3.71 3.54 3.41 3.30 3.21
24 7.82 5.61 4.72 4.22 3.90 3.67 3.50 336  3.26 3.17
25 7.77 5.57 4.68 4.18 3.85 3.63 3.46 3.32 3.22 i3
26 1.72 5.53 4.64 4.14 3.82 3.59  3.42 3.29  3.18 3.09
27 7.68 5.49 4.60 4.11 3.78 3.56 3.39 326 3.15 3.06
28 7.64 5.45 4.57 4.07 3.75 3.53 336 3.3 3.12 3.03
29 7.60 5.42 4.54 4.04 3.73 3.50 3.33 3.20  3.09 3.00
30 7.56 5.39 4.51 4.02 3.70 347 330 3.17 3.07 2.98
35 7.42 5.27 4.40 3.91 3.59 337 320 307 296 2.88
40 7.31 5.18 4.31 3.83 3.51 329 3.12 299 2.8 2.80
50 7.17 5.06 4.20 3.72 3.41 3.19  3.02 2.89 2.78 2.70
60 7.08 4.98 4.13 3.65 3.34 3.12 295 282 272 2.63
80 6.96 4.88 4.04 3.56 3.26 3.04 287 274 264 255
100 6.90 4.82 3.98 3.51 3.21 299 282 269 259 2.50
200 6.76 4.71. 3.88 3.41 3.11 289 273 260 250 2.41
500 6.69 4.65 3.82 3.36 3.05 2.84  2.68 2.55 2.44 2.36
1000 6.66 4.63 3.80 3.34 3.04 2.82 2.66 2.53 2.43 2.34

.
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628. Apéndice: Tabla G

TABLA G (continuacién) ,Yalores de cuantiles de la distribucion F.
- 1 -a=09
vy =, grados de libertad del numerador
17 11 12 15 20 25 30 40 50 100 1000

2 9941 9942 9943 9945 9946 99.46 9947 9948 99.49 - 99.51
3 2712 27.03 26.85 26.67 26.58 26.50 26.41 2635 26.24 26.14
4 1445 1437 1419 14.02 1391 13.34 13.75 13.69 13.58 13.48
5 996 98 972 955 945 938 930 924 913 9.03
6
7
8

779 172 7156 740 729 723 115 709 699 6.89

654 647 631 616 606 599 591 58 575 5.66

573 567 552 536 52 520 5.12 507 496 4.87

9 518 511 49 481 471 465 457 452 441 432
10 477 471 456 441 431 425 417 412 401 392
11 446 440 425 410 400 394 38 381 371 3.6l
12 422 416 4.01 38 376 370 3.62 357 347 337
13 402 39 38 366 357 3.51 343 338 327 318

14 38 380 366 3.51 3.41 335 327 322 31 3.02
15 3.713 3.67 3.52 337 328 3.21 313 3.08 298 288
16 3.62 3.55 3.41 326 3.16 310 3.02 297 28 276
17 3.52 3.46 331 3.16  3.07 3300 292 287 276 266
18 3.43 3137 3.23 3.08 298 292 284 278 268 258
19 336 330 3.15 300 291 284 276 2.7 260 250
20 329 323 3209 294 284 278 269 264 254 243
21 324 317 3.03 2.88 278 272 264 258 248 237
22 3.18 3.12 298 283 273 267 258 253 242 232
23 3.14 3.07 293 278 269 262 254 248 237 227
24 309 3.03 289 274 264 258 249 244 233 222
25 306 299 285 270 2.60 254 245 240 229 218
26 302 29 281 266 257 250 242 236 225 2.14
27 299 293 278 2.63 254 247 238 233 222 211
28 29 290 275 260 251 244 235 230 219 208
29 293 2.87 273 257 248 2.41 233 221 216 205
30 291 2.84 270  2.55 2.45 239 230 224 213 202
35 280 274 260 244 235 228 219 214 202 1.90
40 2.73 2.66  2.52 237 2227 220 2.1 2.06 1.94 1.82
50 262 256 242 227 217 2,10 2.01 1.95 1.82 1.70
60 256 250 235 220  2.10 2.03 1.94 1.88 1.75 1.62
80 248 2.42 227 212 201 1.94 1.85 1.79 1.65 1.51
100 2.43 2.37 222 2.07 1.97 1.89 1.80 1.74 1.60 1.45
200 234 227 213 1.97 1.87 1.79 1.69 1.63 1.48 1.30
500 228 2.22 2.07 1.92 1.81 1.74 1.63 1.57 1.41 1.20
1000 227 220 2.06 1.90 1.79 1.72 1.61 1.54 1.38 1.16




TABLA H k-valores para los limites de tolerancia bilaterales cuando se muestrean

distribuciones normales

Apenaice; 1aoia 11 0Ly

. d "m
n\ 075

= 0.75 R 0'90 R

. 090 095 099 7099 075 © 090 095 ‘. 0 9 ... 0999

6 1.704 | 2.429 2.889 - 3.779 - 4802 2.196 3.131 3.723 4.870  6.188
7-.1.624 2318 2757 .3.611 '4.593 \2.034- 2902 3452 :4.521°  5.750
8 1.568 2238 2.663 3.491- 4.444 1921 2.743  3.264 4.278  5.446
9 1525 2178 2.593 3.400  4.330 .1.839 2.626 3.125 4.098  5.220
10 1492 2131 2537  3.328 4241 1,775 2535 3.018 3.959  5.046
11 1.465 2.093 2493 3.271 4.169 1.724 2463 2933 3.849  4.906
12 1.443 2062 2456 3.223 4.110° 1.683 2.404 2863 3.758  4.792
13° 1.425 2036 2424 3.183 4.059 1.648 2355 -2.805 3.682 4.697
14 1409 2013 2398 3.148 4.016 1619 2314 275 3.618  4.615
15 1395 1994 2375 3.118 3979 1594 2278 2713 3.562 4.545
16 1.383 1.977 2355 3.092 3946 1.572 2.246 2.676 3.514  4.484
17 1372 1.962 2337 3.069 3917 1.552 2219 2643 3.471 4.430
18 1.363 1.948 2321 3.048 3.891 1.535 2.194 2.614 3.433 4.382
19 1355 1.936 2307 3.030 3.867 1.520 2.172 2588 3.399  4.339
~200 1347 1.925 2.294 3.013 3.846 1.506 2.152 2564 3.368  4.300
21 1340 1915 2.282 2998 3.827 1.493 2135 2543 3340 4.264
22 1334 1906 2.271 2.984 3809 1.482 2118 2524 3315 4.232
23 1328 1.898 2.261 2.971 3793 1471 2.103 2506 3.292 4.203
24 1322 1.891 2252 2959 3.778 1.462 2.089 2489 3270  4.176
25 1317 1.883 2244 2948 3764 1453 2077 2474 3.251 4.151
26 1313 1.877 2.236 2.938 3.751 1.444 2.065 2460 3232  4.127
27 1309 1.871 2229 2929 3740 1.437 2.054 2.447 3.215 4.106
28 1.305 1.865 2.222 2920 3.728 1.430 2.044 2435 3.19  4.085
29 1301 . 1.860 2216 2911 3.718 1.423 2.034 2424 3.184 4.066
30 1.297 1.855 2.210 2904 3.708 1.417 2.025 2413 3.170  4.049
31 1.294 1850 2.204 2.89% 3.699 1411 2.017 2403 3.157 4.032
32 1.291 1.846 2.199 2.890 3.690 1405 2.009 2393 3.145 4.016
33 1.288 1.842 2.194 2.883 3.682 1.400 2001 2385 3.133 4.001
34 1.285 1.838 2.189 2877 3.674 1395 1994 2376 3.122 3.987
35 1.283 1.834 2,185 2.871 3.667 1.39 1988 2368 3.112 3.974
36 1.280 1.830 2.181 2.866 3.660 1.386 1.981 2361 3.102 3.961
37 1278 1.827 2.177 2.860 3.653 1.381 1975 2.353 3.092 3.949
38 1.275 1.824 2.173 2855 3.647 1377 1969 2346 3.083 3.938
39 1273 1.821 2.169 2.850 3.641 1.374 1964 2340 3.075 3.927
40 1.271 1.818 2.166 2.846 3.635 1370 1.959 2334 3.066 3.917
41 1269 1.815 2.162 2.841 3.629 1366 1954 2.328 3.059 3.907
42 1267 1.812 2159 2.837 3624 1363 1949 2322 3.051 3.897
43 1.266 1.810 2.156 2.833 3.619 1360 1.944 2316 3.044 3.888
4 1264 1.807 2.153 2.829 3.614 [1.357 1.940 2311 3.037 3.879
45 1262 1.805 2.150 2.826 3.609 1354 1935 2306 3.030 3.871
46 1.261 1.802 2.148 2.822 3.605 1.351 1.931 2301 3.024 3.863
47 1259 1.800 2.145 2.819 3.600 1348 1.927 2297 3.018 3.855
48 1258 1.798 2.143 2815 3.5% 1.345 1.924 2292 3.012 3.847
49 11256  1.796 2.140 2.812 3.592 1.343 1920 2.288 3.006 3.840
50 1.255 1.794 2.138 2.809 3.588 1340 1.916 2.284 3.001 3.833




TABLA H (continuacién) k-valores para los limites de tolerancia bilaterales cuando se
muestrean distribuciones normales

gL E L A Y o i
Ty =095 ; LTy = 0.99 o
0.75 - 0 90 095 099 099 075 090 095 099 0. 999
6.2.604 3. 712 4.414 5775 7.337 13.743 . 5.337 #,6.345 ¢ .8.301 -~ 10.548,
7 2361 3.369 4.007 5248 6.676 3.233. 4.613 - 5488 - 7.187 - 9.142-
8 2,197~ 3.136  3.732 4.891 6.226 2.905 4.147 4936 6.468 - 8.234
2.078 *2.967 3.532° 4.631 5.899 2.677.  3.822 4550 5.966 - 7.600
10 1.987 2.839 3.379 4433 5649 2508 3.582 4.265 5.594 7.129
11 1916 2.737 3.259 4.277 5.452 2378 3.397 4.045 5308  6.766
12 1.858 2655 3.162 4.150 5291 2.274 3.250 3.870 5.079 6.477
13 1.810 2.587 3.081 4.044 S5.158 - 2.190 3.130 3.727 4.893 6.240
14 1770 2.529 3.012. 3955 5.045 2120 3.029 3.608 4.737 6.043
15 1.735 2480 2954 3878 4949 2060 2.945 3.507 4.605 5.876
16 1.705 2437 2903 3812 4865 2009 2872 3421 4.492 5.732
17 1.679 2400 2858 3.754 4791 1965 2.808 3345 4.393 5.607
18 1.655 2366 2819 3.702 4725 1926 2753 13279 4307 5.497
19 1.635 2337 2.784 3.656 4.667 1.891 2.703 3.221 4.230 5.399
20 1.616 2310 2.752 3.61S 40614 1860 2.659 3.168 4.161 5.312
21 1.599 2286 2.723 3.577 4.567 1.833 2.620 3.121 4.100 5.234
22 1.584 2264 2.697 3.543 4523 1.808 2.584 3.078 4.044 5.163
23 1.570. 2.244 2673 3.512 4.484 1785 2.551 3.040 3.993 5.098
24 1.557 2.225 2.651 3.483 4447 1764 2.522 3.004 3.947 5.039
25 1.545 2.208 2.631 3.457 4413 1.745 2494 2972 3.904 4.985
26 1.534 2193 2.612 3.432 4382 1.727 2469 2.941 3.865 4,935
27 1.523  2.178 2.595 3.409 4353 1711 2446 2.914 3.828 4.888
28 1.514 2,164 2.579 3.388 4326 1.695 2.424 2888 3.794 4,845
29 1.505 2.152 2.554 3368 4301 1.681 2.404 2.864 3.763 4.805
30 1.497 2,140 2.549 3.350 4.278 1.668 2.385 2.841 3.733 4.768
31 1.489 2,129 2.536 3.332 4.256 1.656 2.367 2.820 3.706 4,732
32 1481 2,118 2.524 3316 4235 1.644 2.351 2.801 3.680 4.699
33 1.475 2108 2.512 3300 4.215 1.633 2335 2.782 3.655 4.668
34 1468 2099 2501 3.286 4.197 1.623 2.320 2.764 3.632 4.639
35 1462 2090 2490 3.272 4.179 1.613 2306 2.748 3.611 4.611
36 1.455 2.081 2.479 3.258 4.161 1.604 2.293 2732 3.59%0 4.585
37 1450 2073 2470 3.246 4.146 1595 2281 2717 3.571 4.560
38 1.446 2.068 2464 3.237 4.134 1.587 2.269 2703 3.552 4,537
39 1.441 2,060 2.455 3.226 4.120 1.579 2.257 2.690 3.534 4.514
40 1.435 2.052 2445 3.213 4.104 1.571 2.247 2.677 3.518 4.493
41  1.430 2.045 2437 3202 4.09 1.564 2236 2.665 3.502 4.472
42 1426 2.039 2.429 3.192 4.077 1.557 2.227 2.653 3.486 4.453
43 1422 2033 2.422 3.183 4.065 1551 2217 2.642 3.472 4.434
44 1.418 2.027 2.415 3.173 4.053 1.545 2.208 2.631 3.458 4.416
45 1.414 2.021 2.408 3.165 4.042 1.539 2200 2.621 3.444 4.399
46 1410 2.016 2.402 3.156 4.031 1.533 2.192 2.611 3.431 4.383
47 1.406  2.011 2396 3.148 4.021 1.527 2.184 2.602 3.419 4.367
48 1403 2,006 2.390 3.140 4.011 1.522 2.176 2.593 3.407 4.352
49 1399 2.001 2384 3,133 4.002 1.517 2.169 2.584 3.396 4.337
50 139 1.96%9 2379 3126 3.993 1.512 2.162 2.576 3.385 4.323

Source: C. Eisenhart, M. W. Hastay, and W. A. Wallis, Technigues of statistical analysis, McGraw-
Hill, New York, 1947. Publicado con permiso.



Apenaice: (aoia 1 091

TABLA I k-valores para los limites de tolerancia unilaterales cuando se. mumuean

~_ distribuciones normales

[

Ly = 0.90

\1 | .y =075 N
a\ - 075 090 095 0.9 . 099 075 09, 095 099 0.99
6 1.087 1.860 2336 3.243 4.273 1.540 2.494 3.091 4.242 5556
7+ 1043 L1791 2250 3.126 4.118- 1.435 2333 2.894° 3.972 5.201
8 1.010 1.740 2.190 3.042 4.008 1.360 2219 2.755 3.783 4.955
9 0984 1.702 2.141 2977 3924 1.302 2.133 2.649 3.641 4.772
10 0964 1.671 2.103 2.927 3.858 1.257 2.065 2.568 3.532 4.629
11 0947 1.646 2.073 2.885 3.804 1.219 2012 2503 3.444 4.515
12 . 0933 1.624 2.048 2.851 3.760 1.188 1.966 2.448 3.371 4.420
13 0919 1.606 2.02 2.82 3722 1.162 1928 2403 3310 4.341
14 0909 1.591 2007 2.79% 3.690 1.139 1.895 2363 3.257 4.274
15 089 1577 1991 2.776 3661 1.119 1.866 2329 3212 4.215
16 0891 1.566 1.977 2.756 3.637 1101 1.842 2299 3.172 4.164
17 0.883 1.554 1964 2.739 3.615 1.085 1.820 2272 3.136 4.118
18 0.876 1.544 1951 2.723 3595 1.071 1.800 2249 3.106 4.078
19 0870 1.53 1942 2710 3.577 1.058 1.781 2228 3.078 4.041
20 0.865 1.528 1.933 2.697 3.561 1.046 1.765 2208 3.052 4.009
21 0.859 1.520 1.923 2.686 3.545 1.035 1.750 2.190 3.028 3.979
2 0854 1514 1.916 2675 3.532 1.025 1.736 2.174 3.007 3.952
23 0.849 1.508 1.907 2.665 3.520 1.016 1.724 2.159 2987 3.927
24 0.845 1.502 1.901 2.656 3.509 1.007 1.712 2.145 2.969 3.904
25  0.842 1.496 1.895 2.647 3.497 0999 1.702 2.132 2.952 3.882
30 0.825 1.475 1.869 2.613 3.454 00966 1.657 2.080 2.884 3.794
35  0.812 1.458 1.849 2.588 3.421 0.942 1.623 2.041 2.833 3.730
40 0.803 1.445 1.834 2.568 3.395 0.923 1.598 2.010 2.793 3.679
45 0.795 1.435 1.821 2.552 3.375 0.908 1.577 1986 2.762 3.638
SO 0.788 1.426 1.811 2.538 3.358 0.894 1.560 1.965 2.735 3.604




632 Apéndice: Tabla I

TABLA 1 (continuacién) k-valores para los limltw de tolerancia umlaterals cuando se
muestrean distribuciones normales Coa S

d 0.95 vy =099
n\ 075 09 095 09 099 075 09 095 099 099

6 1.895 3.006 3.707 5.062 6.612 2.849 4408 5.409 7.334 . 9.540
7 1.732 2,755 3399 4.641 6.061 2490 3.856 4.730  6.411 8.348
8 1.617 2.582 3.188 4353 5.686 2252 3.496 4.287 5.811 7.566
9 1.532 2454 - 3.031 4.143 5414 2085 3242 3971 5389 7.014
10 1.465 2355 2911 3981 5203 1954 3.048 3739 5.075 6.603

11 1.411 2275 2815 3.852 5.036 1.854 2897 3557 4.828 6.284
12 1.366 2210 2.736 3.747 4900 1771 2773 3.410 4.633 6.032
13 1.329  2.155 2.670 3.659 4.787 1.702 2.677 3290 4472 5.826
14 1296 2.108 2.614 3.585 4.690 1.645 2.592 3.189 4.336 5.651
IS5 1.268 2068 2566 3.520 4.607 159 2521 3.102 4.224 5.507

16 1.242 2,032 2523 3463 4.534 1.553 2458 3.028 4.124 5.374
17 1.220 2.001 2.486 3.415 4471 1514 2405 2962 4.038 5.268
18 1.200 1.974 2.453 3.370 4.415 1.481 2357 2906 3961 5.167
19 1.183 1949 2423 3331 4364 1450 2315 2.855 3.893 5.078
20 1.167 1926 2.396 3.295 4319 1424 2275 2.807 3.832 5.003°

21 1152 1905 2371 3.262 4276 1.397 2.241 2.768 3.776 4.932
22 1.138  1.887 2.350 3.233 4.238 1.376 2.208 2.729 3.727 4.866
23 1.126  1.869 2.329 3.206 4.204 1355 2179 2.693 3.680 4.806
24 1.114  1.853 2309 3.181 4.171 1336 2.154 2.663 3.638 4.755
25 1.103  1.838 2.292 3.158 4.143 1319 2.129 2.632 3.601 4.706

30 1.059 1.778 2.220 3.064 4.022 1.249 2029 2516 3.446 4.508
35 1.025 1.732 2.166 2994 3934 1.195 1957 2431 3.334 4.364
40 0999 1.697 2.126 2.941 3.866 1.154 1902 2.365 3.250 4.255
45 0978 1.669 2.092 2897 3.811 1.122 1.857 2313 3.181 4.168
50 0961 1.646 2.065 2.863 3.766 1.096 1.821 2.296 3.124 4.09%

Source: G. J. Lieberman, Table for one-sided statistical tolerance limits, Industrial Quality Control
X1V, 1958, 7-9. Reprinted with permission.




Apéndice: labla J 633

TABLAJ Valoresde cua_ntil&s superiores de la distribucion de la estadistica D, de Kolgomo-

" rov-Smirnov = = *
\ ; _ l -«

n 0.80 0.85 0.90 0.95 0.9
1 > .900 ) 925 .950 975 995
- 2 ‘ 684 7260 .776 .842 929
3 .565 . .597 642 .708 .828
4 .494 525 .564 .624 133
5 .446 . 474 510 .565 669
6 410 436 470 .521 .618
7 381 .405 .438 .486 577
8 - .358 381 411 .457 .543
9 .339 360 .388 432 514
10 322 342 .368 410 .490
N 307 326 352 391 .468
12 295 313 .338 375 .450
13 .284 302 325 .361 .433
14 274 292 314 349 418
15 .266 .283 304 338 .404
16 258 274 .295 328 392

17 .250 .266 .286 318 381

18 244 .259 278 309 371
19 237 252 272 301 .363
20 . .231 246 264 294 356

25 ‘ .21 22 .24 27 32

30 .19 .20 ) .22 .24 .29

35 18 .19 .21 .23 27
F6érmula para una 19 L1 12 136 16
n mayor Van Vn Vn Vn Vn

Fuente: F. J. Massey, Jr., The Kolmogorov-Smornov test for goodness of fit, J. Amer Statistical Assoc.
46 (1951), 68-78. Publicado con permiso.



634 Apéndice: Tabla K

TABLA K : Limites de la estadistica de Durbin-Watson

1 — a=0.95

-_n o o O T N NVONTANNN =0 OO NDN 00 o0 00 0O
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Apéndice: Tabla K 635

TABLA K (continuacion) Limites de la estadistica de Durbin-Watson ~

) 1 - a =099 ; \ -y by g § P T o
. k = 1 F k- =~~2 # '-»‘ E R g k«e=..3 En ::;'45‘ »ﬁﬁéizj'wgu &.ﬁkd;-w { by
n d, dy d; dy d; dy d, dy , dp , dy
N N R
15 0.81 1.07 070 - 1.25:..0.59- .1.46 .#0.49 5 1450+ 039 ¢ 1.96
16 0.84 1.09 0.74 1.25 063 1.4 0.53 -1.66 . 0.44 1.90
17 0.87 1.10 0.77 1.25 0.67 1.43 0.57 1.63 0.48 1.85
18 0.90 1.12 0.80 1.26 0.71 1.42 -0.61 "1.60° 0.52° " 1.80
19 0.93 1.13 0.83 1.26 0.74 1.41 0.65 1.58 0.56 1.77
20 095 '1.15 0.86 1.27 0.77 1.41 0.68 1.57 0.60 1.74
21 0.97 1.16 0.89 1.27 0.80 1.41 0.72 1.55 0.63 1.71
22 1.00 1.17 091 1.28 0.83 1.40 0.75 1.54 0.66 1.69
23 1.02 1.19 0.94 1.29 . 0.86 1.40 0.77 1.53 0.70 1.67
24 1.04 1.20 G.96 1.30 0.88 1.41 0.80 1.53 0.72 1.66
25 1.05 1.21 0.98 1.30 0.90 1.41 0.83 1.52 0.75 1.65
26 1.07 1.22 1.00 1.31 0.93 1.41 0.85 1.52 0.70 1.64
27 1.09 1.23 1.02 1.32 0.95 141 0.88 1.51 0.81 1.63
28 1.10 1.24 1.04 1.32 0.97 1.41 0.90 1.51 0.83 1.62
29 1.12 1.25 1.05 1.33 0.99 1.42 0.92 1.51 0.85 1.61
30 1.13 1.26 1.07 1.34 1.01 1.42 0.94 1.51 0.88 1.61
31 1.15 1.27 1.08 1.34 1.02 1.42 0.96 1.51 0.90 1.60
32 1.16 1.28 1.10 1.35 1.04 1.43 0.98 1.51 0.92 1.60
33 1.17 1.29 1.11 1.36 1.05 1.43 1.00 1.51 0.94 1.59
34 1.18 1.30 1.13 1.36 1.07 1.43 1.01 1.51 0.95 1.59
35 1.19 1.31 1.14 1.37 1.08 1.44 1.03 1.51 0.97 1.59
36 1.21 1.32 1.15 1.38 1.10 1.44 1.04 1.51 0.99 1.59
37 1.22 1.32 1.16 1.38 1.11 1.45 1.06 1.51 1.00 1.59
38 1.23 1.33 1.18 1.39 1.12 1.45 1.07 1.52 1.02 1.58
39 1.24 1.34 1.19 1.39 1.14 1.45 1.09 1.52 1.03 1.58
40 1.25 1.34 1.20 1.40 1.15 1.46 1.10 1.52 1.05 1.58
45 1.29 1.38 1.24 1.42 1.20 1.48 1.16 1.53 1.11 1.58
50 1.32 1.40 1.28 1.45 1.24 1.49 1.20 1.54 1.16 1.59
55 1.36 1.43 1.32 1.47 1.28 1.51 1.25 1.55 1.21 1.59
60 1.38 1.45 1.35 1.48 1.32 1.52 1.28 1.56 1.25 1.60
65 1.41 1.47 1.38 1.50 1.35 1.53 1.31 1.57 1.28 1.61
70 1.43 1.49 1.40 1.52 1.37 1.55 1.34 1.58 1.31 1.61
75 1.45 1.50 1.42 1.53 1.39 1.56 1.37 1.59 1.34 1.62
80 1.47 1.52 1.44 1.54 1.42 1.57 1.39 1.60 1.36 1.62
85 1.48 1.53 1.46 1.55 1.43 1.58 1.41 1.60 1.39 1.63
%0 1.50 1.54 1.47 1.56 1.45 1.59 1.43 1.61 1.41 1.64
95 1.51 1.55 1.49 1.57 1.47 1.60 1.45 1.62 1.42 1.64
100 1.52 1.56 1.50 1.58 1.48 1.60 1.46 1.63 1.44 1.65

Fuente: J. Durbin and G. S. Watson, Testing for serial correlation in least squares regression, 11, Biome-
trika 38 (1951), 159-178. Publicado con permiso de Biometrika Trustees.



Respuestas a los ejercicios

seleccionados de numero impar

Capitulo 1

1.1.

1.3.
1.5.

Frecuencia
a),b) . ) ;
Limites  Frecuencia de Frecuencia relativa
verdaderos la clase relativa acumulativa
(0.15, 1.55) 17 0.34 0.34
(1.55, 2.95) 11 0.22 0.56
(2.95, 4.35) 7 0.14 0.70
(4.35, 5.75) 6 0.12 0.82
(5.75, 7.15) 4 0.08 0.90
(7.15, 8.55) 3 0.06 0.96
(8.55, 9.95) 2 0.04 1.00
Totales 50 1.00

¢) Los intervalos intercuantil e interdecil son, en forma aproximada, iguales a3.8 miny
6.7 min, respectivamente. .

d) x = 3.258; Mediana = 2.6182; Moda = 0.85; s = 2.4986; M.D. = 2.081; y
Md.D. = 2.0042

e) X = 3.26; Median = 2.75; Moda = 0.4; s = 2.4819; M.D. = 2.0056; y
Md.D. = 1.948

X = 3.5; lasvarianzasson s: = 3.5, 53 = 7.5, y s} = 109.9

a) Limites Frecuencia
verdaderos Frecuencia  relativa
(—1.875, —1.125) 5 0.1667
(—-1.125, -0.375) 5 0.1667
(—-0.375, 0.379) 8 0.2667
(0.375, 1.125) 8 0.2667
(1.125, 1.873) 4 0.1333
Totales 30 1.0001

Ningiin cambio en la distribucion de frecuencia relativa



Respuestas 637

1.7. b) X = 18.82; Moda = 14.0

¢) s* = 123.4196; s = 11.11; M.D. = 9.27

- Capitulo 2 ' . .

2.1.

2.3.
2.5.

2.7.
2.9.
2.11.

2.13.
2.15.
2.17.

a) L\os eventos no son mutuamente excluyentes

b) 1. 180/400; 2. 150/400; 3. 30/400; 4. 60/180; 5. 60/200

¢) P(S | M) = 50/220; P(S) = 150/400; no son estadisticamente independientes
d) No; P(A | F) = 0.1111, P(A) = 0.125 ‘ ’

e 1. 240/400; 2. 210/400; 3. 60/400; 4. 30/50

Cuando alguno o ambos eventos son vacios

Las permutaciones son GGG, GGB, GBG, BGG, BBﬁ, BGB, y BBB. La probabilidad
de tener dos nifios del mismo sexo es 6/8; la probabilidad de un nifio y dos niftos es 3/8;
la probabilidad de que todos sean del mismo sexo es 2/8.

/2% 1/2
13/30

a) Cuatro resultados posibles: ambos componentes trabajan; ambos no y uno trabaja
y el otro no (en dos formas posibles)
b) 0.99

n =4
0.6571
0.41

Capitulo 3

3.1

33.
3s.
3.7.
3.9.
3.1,

3.13.

3.15.

a), ¢ x plx) F(x)

0 0.0498 0.0498
I 0.1494 0.1992
2 02240 04232
3 0.2240 0.6472
4 0.1680 0.8152
5 0.1008 09160
6 0.0504 0.9664
7 0.0216  0.9880

a) 3/2; b+ /2 ¢ 7/16, 1/8
a) (1/100)exp(—x/100); b) 0.8187
EX) = 4; Var(X) = 4.1

a) 1/3, b) 1/18

a4, b)16; ¢ 2; d 9

e) La distribucion del ejercicio 3.10 es simétrica y se encuentra centrada alrededor del
valor 5, tiene varianza igual a 8.33 y desviacion estandar de 2.8868. Esta distribucion
tiene un sesgo positivo y un pico relativamente grande; la dispersion relativa también
es grande.

Aol +w—-crs be=u
M.D.(X) = 0.19753, d.e. (X) = 0.2357
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3.17. @) Media = 800, Mediana = 554.52; b) 878 89 ¢ 1757. 78 d) 03679
3.19.9 (1 — 497 b E(X) = 8, Var (X) =

Capitulo 4
4.5. 906562, 0.9346; , b) 0.569, 0.939

4.7. P(X = 4) = 0.0049, P(X = 4) = 0.0055; existe una inclinacion a concluir que la afir-
macion es incorrecta
49. 0.2122

4.11. Seis o mas

4.15. 0.7601, 0.9718

4.17. 0.0488

4.19. 0.0803, 0.9862

4.21. 0.6767

4.23. 0.0293, si

4.25. 0.1837, no

4.27. a) 0.5973; b) 5987; ¢ 0.6065

4.31. Frecuencia  Probabilidad
X relativa tecrica
0 0.715 0.7201
1 0.179 0.1689
2 0.063 0.0630
3 0.019 0.0263
4 0.010 0.0116
5 0.010 0.0053
6 0.002 0.0025
7 0.000 0.0012
8 0.002 0.0006

4.33. a) 0.0189; b) 0.0180; la ocurrencia es poco probable

Capitulo 5

5.3. a) 0.4649; b) 0.2204; ¢ 0.0228; d) 0.8643

5.5. a) 1.775; b) 18.225; ¢) 21.65; d) —1.65; ¢) 0.2: /) 19.8
5.7. 1018

5.9. 0.00069

S.11. 0.000008; 1a ocurrencia es muy poco probable

5.13. $228 000

5.15. a) 0.0256; b) =0; ¢ =0

5.17. Si, la probabilidad de ocurrencia es virtualmente cero.
5.19. @) 0.5774; b) no

521.a=4,b = 16



5.23.

5.25.
5.27.
- 5.29.
5.31.
5.35.
5.37.

5.39.
5.41.
5.45.
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b) E(X) = 0.75, Var(X) = 0.0375, D:-M.(X) =.0.15824a5(X) = +~0.8607,
() =30952
¢) 0.6679, 0.9523; d) 0.63.0.7937, 0.9086

0.64, 0.9728 : _ _ L
0.1314, 0.0582 ' o
@) 0.594; b) 0.0466; c) 0.2642 -
a=3750=8

0.9409

a) EX) = 44.3113:, 16.23, 23.62, 29.86, 35.74, 41.63, 47.86, 54.86, 63.43, 75.87
b) 0.1054

a) 0.3679; b) 0.8647, 0.9502
a) 0.1353; b) 433
Exponencial con parametr~ de escala 6

e e tee NETA R VLN SRR BN

Capitulo 6

6.1.
6.3.

6.5.

6.7.
6.9.
6.13.

6.15.
6.17.

6.19.

0.0022; la ocurrencia es poco probable

@ Fix,y) = Gxly —xy" =322+ x =3y + ¥y + 2)/10
b) 0.225
¢) Fxlx) = 3x — Dx — 1)/5, Fy(y) = 9y — ¥ — 8)/10

d) fxlx) = (6x — 4)/5, fy(y) = 9 = 2y)/10

a) px(x) = py(y) = 5/16, 6/16, 5/16, x = y = —1, 0, |, respectivamente
b) no; ¢ 0

a) 0.69; b fr(1) = (1/5) exp (=1,/5), fr(12) = 10exp(—101,)

1029.2152

Si Cov(X, Y)> 0, VarlX + Y) > Varn(X) + Var(Y) y VanX — Y) < VanX) +
Var(Y); si Cov(X, Y) <0, VarlX + Y) < VarlX) + Var(Y), y VarlX — Y) >
VarlX) + Vanr(Y)

11/27

a) p = 0.04, g7 = 0.0014769; b) f(p | x) = 1260p(1 — p)*

¢) n = 0.054, 0@ = 0.0013456; d) 0.5432

a) 1/2; b) 50

o fix|y) = exp{—(1/150)[x — 50 — (y — 25)/2}}/ V1507

d) fix]Y = 30) = exp[—(1/150)(x — 52.5)’}/\/1507, 0.9251

Capitulo 7

7.3.

7.5.
7.11.

a) N exp (—aN/Ilx!; b) p"(1 — p)*
o /(b — a)y: d) (1/o/2m)" exp [-2(x; — u)/207]

Partes ¢), b), y f)
0.0075
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7.15.
7.17.
7.19.
7.23.
7.25.
7.27.
7.29.

a) 0.7698; b) 0.9986; c¢) 0.0548; d) 0.0228

=(); el inspector debe emprender la accién apropiada
255.82

0.9

Muy poco probable P(T > 3.429) < 0.005

Si; P(T < —3.516) < 0.001

Dudoso; P(Fsx > 1.999) < 0.10

Capitulo 8

8.1.

8.5.
8.9.
8.11.
8.13.

8.15.
8.17.
8.19.
8.21.
8.27.
8.31.
8.33.
8.35.
8.39.
8.41.

8.43.
8.47.

@ ECM(T,) = p(} ~ p)/n; ECM(T:) = [np(1 ~ p) + 2p — Dlf(n + 2

b) No. Paran = 10, si 0.138 < p < 0.862, ECM(T,) < ECM(T)); de otro modo
ECM(T) < ECM(T,).Paran = 25,si 0.142 < p < 0.858, ECM(T;) < ECM(T));
de otro modo, ECM(T,) < ECM(Ty)

T, Var(T,)/Var(T,) = 0.9
A=X
5t = XY/ 2n; si

Los factores de la muestra de forma son — 0.0028 y 2.21, respectivamente; la distribu-
cioén es, es forma aparente, simétrica y ligeramente plana en su parte superior.

a) 6 = 100.0696; b) si, & = 103.575; ¢ 0.1057
a) 2532.7; b) 0.2061

a) 214.9289; b) 0.8410, 0.5340

(20.1191, 20.6434)

(151.31, 165.69), (149.75, 167.25), (147.82, 169.18)
(—3.89, —1.51), (—4.12, ~1.28), (—4.58, —0.82), si
(4.84, 21.16), (2.07, 23.93), si

(146.98, 645.69)

(0.2048, 4.0744), si

(0.0172, 0.0628), (0.0128, 0.0672), (0.0043, 0.0757); existe una razdn para dudar det
la afirmacion

663 8.45. a) 88; b) (66.40, 109.60)
(2.98514, 3.01486) 8.49. 0.8609, 299 8.51. 152

Capitulo 9

9.1.
9.3.

Prueba b

a) Hy: p = 0.05 contra H,: p > 0.05; b) 0.2642

¢) 0.3396, 0.4831, 0.6083, 0.8244, 0.9308, ¥y 0.9757, respectivamente

d) a = 0.0755, la potencia es 0.1150, 0.2120, 0.3231, 0.5951, 0.7939 y 0.9087,
respectivamente.
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9.5. Los valores criticos para la prueba 1 son 19,8333 y 20.1667; para la prueba 2 éstos son
19.7917 y 20.2083.

. o Potencia ) \
» 195 196 197 198 199 200 201 202 203 204 205
Prucbal =I1- 09974 09452 06554 02126 0045 02126 06554 09452 09974  =I

Test2 09998 0.9893 0.8643 0.4602 0.0968. 0.0124 . 0.0968 0.4602 . 0.8643 09893 0.9998

9.7. El extremo izquierdo de la distribucién de muestreo de X

99. a) Hy: A = 2.5 contra H: A < 2.5
b) Para las cuatro semanas, el valor critico es 5
¢ 0.8088

9.11. No puede rechazarse H,, yaque x = 145 < X, = 233.8

9.13. 30 ) :

9.15. 7

9.17. 100.62; Hy no puede rechazarse si el valor propuesto es = 10C.62

9.19. g Valor.s relativamente grandes de manera que es facil rechazar H,
b) t = 0.667; H, no puede ser rechazada con a = 0.1; el valor p es mayor que 0.2
¢} Si; los valores extremos pueden ser criticos

9.21. t = V.54; H, no puede rechazarse

9.23. aj Si; el valor critico es tres, el valor p es 0.0755
b)z=205y H,, se rechaza, el valor p es 0.0202

9.25. z = —3.54, H, serechaza

9.27. z = 1.62, Hy no puede rechazarse, el valor p es 0.1052

9.29. [(z1-5 + Zea) oy + 0'2}')]/(60 - &)

9.31. t = —1.36, H, no puede rechazarse; el valor p es 0.19

9.33. t = —1.729, H, no puede rechazarse

9.37. @) t = 2.11, H, serechaza; b) elvalorpes0.039; c¢) (1.66, 7.84)
9.39. x* = 17.28, H, no puede rechazarse

9.41. Aproximadamente 0.1

9.43. a) x* = 47.04, H, se rechaza
b) los valores en el intervalo (1.8083, 7.1666); no son equidistantes debido a que la
distribucion de muestreo no es simétrica

9.45. a) f = 3.24, H, serechaza; b) 0.1374
9.47. z = 3.03, H, se rechaza; el valor p es 0.0012
9.49. z = 1.33, H, no puede rechazarse; el valor p es 0.1836

Capitulo 10
10.1. x* = 12, H, se rechaza; el valor p es aproximadamente 0.008
10.3.« @) x* = 400, H, se rechaza; la conclusion es diferente a la del ejercicio 10.2

10.5. x* = 40, H, se rechaza
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10.7. x* = 4.25, H, no puede rechazarse

10.9. ? = 5.8501, H, no puede rechazarse

a

bj A = 2.673, x* = 5.8969, y H, a pesar de lo anterior, no puede rechazarse
10.11. La desviacion maxima es 0.1263, H, no puede rechazarse

10.13. x% = 1.0097 (para k = 5 clases), Ho no puede rechazarse

10.15. x2 7.8628, H, no puede rechazarse

10.17. 216 378 270 1.36
260 454 324 1.62
3.24 568 4.06  2.02

10.19. x? = 22.04, H, se rechaza
10.21. x> = 2.69, Hy no puede rechazarse

y X

>
il

>
Il

Capitulo 11

[1.1. @ (4.3292, 5.6708), ¢! promedio de la muestra de la decimoprimera semana es mayor
que el valor del limite de control superior
b) probabilidad ~0; c¢. 0.030]

11.3. a) (475.5051, 524.4949), no; b) 0.9884; ¢) (0.574, 37.486)

11.5. @) (378.36, 422.04), (0, 31.96); b) 16.28

11.7. 'a) 0, 0.0797); b) (0, 0.0758); ¢ 0.0013

11.9. a) 0.6767; b) 0.5438

1L.11. 0.5526

11.13. Aproximadamente 0.175

1I1S. n =99, ¢c=4,n=131,c=5n=100,¢c =4, n =116,¢c = §
11.17. a) 0.3679; b) 0.019; c¢) 0.3971; d) 0.216

11.19. n = 65, x, = 71.53

Capitulo 12

12.5. Fuente gl sC CM Valor F
Tratamientos 2 0.492  0.246000 43.41
Error 12 0.068  0.005667
Total 14 0.560  fiyeay. = 3.89
12.7. a)  Fuente gl SC CcM Valor F
Tratamientos 3 2305.5 768.50 2.75
Error 28 7838.0 279.93
Total 31 10143.5  fygnam = 2.95

b) Los residuos estandarizados no sugieren varianzas desiguales.
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12.9. @)  Fuente gl SC .- CM Valor F
Tratamientos - - 4 522744 130,686  66.41
Error 2007 39360 1,968 . .
Total 2 S62,108  fosar = 4.43

N

b) Algunos contrastes y sus intervalos de confianza son: L, = us— u,, (41.87, 278);
L, = 3pus — py — p3 — py, (406.65, 985.35); Ly = u, — py, (33.87, 270.13); .
Ly = 2ps — py — py, (205.39, 614.61); Ls = py — py, (—82.13, 154.13)

12.11. El uso del analisis de varianza es cuestionable debido a que la variacion en el interior de
la region es demasiado grande para ser atribuida s6lo a un error aleatorio.

1213.8) Yy = p + B+ 1, + €50 = 1,2, ... 5,j = 1,2,3, 4 Hy: 7, = Oparatoda j;

Fuente -gl SC CM Valor F
Bloques 4 1026.2875
Tratamientos 3 17.6260 5.8753 41.09
Error 12 1.7165 0.1430
Total 19 1045.6300 fossar = 3.49

¢) Algunos contrastes y sus intervalos de confianza sonL, = 3y — py — fy — m3,
(4.48,8.28); Ly = py — py, (1.57,3.10); Ly = py + py — 2u,, (—0.70, 1.98);
Ly = p; — pa, (=041, 1.13)

12.15. a) Y’J = M + B,‘ + Tj + €,’j,l‘ = 1,2, ...,7,j= 1,2, 3.4

b)  Fuente gl SC CM Valor F
Blogues 6 1,471,772.429
Tratamientos 3 44.826.572 14,942.19 16.48
Error 18 16,316.428 906.47
Total 27 1,532,915.429 Sfoseaas = 3.16

¢) f = 1648 > fyus,6 = 5.99; H, a pesar de esto se rechaza
d) Dos contrastes y sus intervalos de confianza son: L, = u, — w3, (12.01,
111.13); Ly = ps — py, (—29.13, 69.99)

12.17. a) Y,‘j/\ = M + o + B, + (aB)U + e[jln i = l. 2.j = l, 2, I\ = l. 2, 3
b) Hy: (aef); = O paratodaiyj; Hy: o; = 0 paratodaiyj; Hy: B, = 0 para todaj

c) Fuente gl SC CM Valor F

Horno 1 0.022534  0.022534 3.92
Temperatura 1 0.005634  0.005634 0.98
Horno x Temp { 0.554699  0.554699 96.47
Error 8  0.046000 0.005750-

Total 11 0.628867 Fovern = 5.32

12.19! a) Y,J,\ = M + «; + Bj + (aB),-,- + Sij/\,i = l, 2, 3. 4,j = l, 2. 3.[\ = l‘ 2. 3.4
b) H,: crf,l, = 0;Hy: o, = Oparatodai: H,: o, = 0
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¢ Fuente gl . SC CM Valor F
Variedades 3 . 331750 110.58 0.64
Fertilizantes 2 22,764.875 - 11,382.44 230.65
Variedades 6 1,052.125 173.35 3.51

Fert. - :
", Error .36 1,776.500 49.35
Total 47 25,925.250 fuesse = 4.76
ﬁ!.w.z.;s = 3.27 ﬁms.h..\« = 237

Capitulo 13
13.3. @) ZYux,/Sxl, b) EB) = 8
13.5. @) En algin grado; b} 5 = 2.50 + 1.7774x
¢) Para cualquier aumento de $1 000 en el ingreso familiar, la cobertura del seguro de

vida también aumenta.
d) Debe ajustarse una ecuacion cuadratica

13.7. a) x | 45 20 40 40 47 30 25 20 15
residuos | ~1248 1195 1360 -23.60 396 -08 806  -305 1084

x | 35 40 ss 50 60 15 30 35 45
residuos | 029 140  4.74 18.63 1085 084 1582 029  ~-2.48

¢} 124.7; d) 7.727, 0.2021; e) (1.3489, 2.2059); f) Si,t = 8.79

g) x, Intervalo de confianza x, Intervalo de confianza

45 (75.67, 89.29) 35 (59.11, 70.31)
20 (29.23, 46.87) 40 (67.75, 79.45)
40 (67.75, 79.45) SS (90.38, 110.14)
40 (67.75, 79.45) S0 (83.17, 99.57)
47 (78.73, 93.35) 60 (97.43, 120.87)
30 (49.69, 61.95) 15 (18.60, 39.72)
25 (39.65, 54.23) 30 (49.69, 61.95)
20 (29.23, 46.87) 35 (59.11, 70.31)
1S (18.60, 39.72) 45 (75.67, 89.29)
13.9.  x, 5. intervalo de prediccién del 95%

18 34.49 (8.98, 60.00)

28 52.27 (27.71, 76.83)

38 70.04 (45.70, 94.38)

48  87.82 (62.95, 112.69)

S8 105.59 (79.50. 131.68)

13.11. b) 0.2262; la asociacibn lineal es vaga
13.13. @) (¢/n) < Var(¥,) < 2Aa?/n):

b) [(n + Ha'/n] < Van¥,..) < [(n + a*/n];
¢) by = 15.5, b, = 5.1
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13.15. k) ¥ =12.75 + 19.875x; ¢ -si, t = 14.24; d) (16.881, 22.869) - °

13.17. @) r = —0.8829
b) ' Fuente . . gl - ""SC = 7 .CM ¥ Valor F’ \ “
Regresion I 564305 5.64305  63.65
Error 18 1.59595  0.08866 ‘
Total 19 7.23900  fomiis =829

13.19. @) § = —53.119 + 0.6639x; b) si

¢) se detecta una autocorrelaciéon positiva d = 0.7075
d § = —45.116 + 0.6704x "

Capitulo 14
14.1. a) B, es no lineal
143. a 3; b. -3.5

14.5. a) Variable en

el modelo by by b,
Xy 0.1619  0.1342
X3 0.6713 —0.0363
X1y X3 —0.1605 0.1487 0.0769

b) f = 113.14, rechazar H,

¢) SCR(x, | x;) = 0.0879, f = 14.63; SCR(x, | x;) = 1.3366, f = 222.47
d) R* = 0.9496

e § = —0.1605 + 0.1487x, + 0.0769x;, §, = $518.85, ($462.7, $575.0)

14.7. {15 42.00 55.0 by 8.070
42 188.08 140.8 by} =132.063
55 140.80 219.0 b, 28.960

149. g Variable
en el modelo R SCE CME C,

Xy 0.000 7326 407.02 114.07
X3 0.229 5648 313.77 84.27
X3 0.784 1581 87.82 12.06
X4 0.748 1846 102.53 16.76
Xy, X3 0.230 5641  332.00 86.20
Xy X3 0.802 1451 85.34 11.75
X(. Xy 0.754 1800  106.00 17.97
X2, Xy 0.785 1576 92.73 13.99
X2, X; 0.774 1653 97.20 15.36
X3, Xq 0.869 958 56.34 3.00
X)y X2, X3 0.802 1451 90.70 13.77
X1y X2, X4 0.778 1624  102.00 16.85
X1y X3y X4 0.885 846 52.88 3.02
X2, Xyo Xy 0.870 950 59.38 4.87

Xyo X2y Xy, X4 0.885 845 56.33 5.00
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14.11.
14.13.

14.15.

14.17.

¢y = —114.9838 + l2657x3 + 0.8414x,, Fpan = 100.35, (82 05, 118.64)
0.0654, 0.0952

La grafica revela una tendencia cuadratica § y = 8.238 + 0.3126x — 0. 001823x1
—217.55%, lo cual es absurdo )

a9y = 5284 28 — 114.85x, — 78. 67x2 + 0 129x, + 0. 189x1 + 0.2012 + 2.63 x
10773 + 1.268x,x, — 0.0017x,x; — 0.0008x,x,
b) La elecc16n para la mejor ecuacion se encuentra entre las dos sngmentes

y = 2163.98 — 56.47x, — 26.17x, + 0.0162x; + 0.6952x,x, — 0.0005x,x;

9 = 1676.19 — 43.57x, — 19.77x; + 0.526x,x,-— 5.91 x 107%x,x,

Y X X5 X3 X4 Xs
- =
Y 1.00 0.18 078 0.15 -0.29 0.45
X 0.18 1.00 -60.05 0.41 0.55 -0.04
X3 0.78 -0.05 1.00 0.08 -0.30 0.16
X3 0.15 0.41 0.08 1.00 0.27 -0.14
x| —0.29 0.55 -6.30 0.27 1.00 -0.11
Xs 0.45 -0.04 v.l6 —-014 -0.11 1.00

-

Capitulo 15

15.1.}

15.3.
15.5.

15.7.

15.9.

15.11.

15.13.

15.15.
15.17.

Si,t = —2.12 y se rechaza H,

il

z —2.51, H, se rechaza

z —2.80 vy, por lo tanto, existe una razon para creer que la secuencia no es aleato-
ria.

z = 2.24 yla H, de que no existe diferencia entre la preferencia se rechaza. La conclu-
sion es diferente a la del ejercicio 15.6.

s = 4, los valores criticos son 2 y 10, no puede rechazarse H,

h = 11.40 y se rechaza la hipotesis H, de que las distribuciones son idénticas para am-
bas disciplinas.

s = 1.1 y las diferencias entre las cuatro pruebas no son estadisticamente significati-
vas.

rg = 0.7915

rs = —0.4667; existe alguna tendencia en uno de los jueces para dar un puntaje alto
cuando los demas lo dan bajo.
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